МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ ВЫСШИХ СТЕПЕНЕЙ:

1. Метод введения новой переменной.

Метод введения новой переменной заключается в том, что для решения уравнения f(x)=0 вводят новою переменную (подстановку) y=q(x) и выражают f(x) через y, получая новое уравнение φ(y). Решая затем уравнение φ(y), находят его корни: {y1, y2, … yn.}. После этого получают совокупность n уравнений q(x)=y1, q(x)=y2, … , q(x)=yn. Из которых находят корни исходного уравнения.

 а)  уравнения, приводимые к квадратным

1.1 Биквадратные уравнения.

Уравнения вида ax4+bx2+c=0, где а ≠ 0 называется биквадратным. Для решения биквадратного уравнения нужно сделать подстановку x2=y, найти корни y1  и  y2   квадратного уравнения и решить уравнения x2=y1  и x2=y2. Они имеют решения лишь в случае, когда y1 больше либо равно нулю (соответственно y2 больше либо равно нулю). 
 Например: 1) x4+5x2-36=0, биквадратное уравнение подстановка x2=y.

Y2+5y-36=0 

D=25+144=169, D больше нуля, 2 корня.

Y1=(-5+13)/2=4; y2=(-5-13)/2=-9.

       X2=4;           или      x2=-9; -9 меньше нуля 

X1=
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; x2=-
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                корней нет.

X1=2    x2=-2

    Ответ: -2; 2.

2) (2x-1)4-25(2x-1)2+144=0 - биквадратное уравнение 

пусть (2x-1)2=y
y2+25y+144=0

y1=16;        y2=9

(2x1)2=16                                (2x-1)2=9

(2x-1)-42=0                             (2x-1)2-32=0

(2x-3)-(2x+3)=0                    (2x-4)(2x+2)=0

2x-1=0  или    2x+3=0          2x-4=0   или     2x+2=0

x1=2,5               x2=-1,5             x3=2                    x4=-1

Ответ: -1,5; -1; 2; 2,5.

1.2 Уравнения, приводимые к квадратным.

(x+a)n+(x+b)n=c, замена t=x+((a+b)/2)

Например: (x+3)4+(x+1)4=272

Замена: пусть t=x+((3+1)/2); t=x+2; x=t-2

(t-2+3)4+(t-2+1)4=272 

(t+1)4+(t-1)4=272

t4+4t3+6t2+4t+1+t4-4t3+6t2-4t+1=272

2t4+12t2-270=0

t4+6t2-135=0

пусть t2=a

a2+6a-135=0

D/4=9+135=144

a1=-3+12=9

a2=-3-9=-15

t2=9             или                 t2=-15,    -15 < 0, корней нет 

t1=3;    t2=-3 

x=t-2                    или               x=t-2

x=3-2                                         x=-3-2 

x=1                                            x=-5

Ответ: -5; 3
1.3 При решении многих уравнений трудно угадать, какую новую переменную нужно ввести, чтобы упростить уравнение. Поэтому рассматривают различные виды целых рациональных уравнений, для упрощения которых известна подстановка.
Уравнения вида: 

(x+a)(x+b)(x+c)(x+d)=A, если a+d=b+c или имеется равенство сумм других пар этих чисел.

Например: (x+2)(x-3)(x+1)(x+6)=-96

(x2+3x+2)(x2+3x-18)=-96

Пусть x2+3x-18=a, тогда

(a+20)a=-96

a2+20a+96=0

D/4=100-96=4

A1=-10+2=-8;       a2=-10-2=-12

X2+3x-18=-8     или        x2+3x-18=-12

X2+3x-10=0                    x2+3x-6=0

D=9+40=49                       D=9+24=33

X1=(-3+7)/2=2; x2=(-3-7)/2=5; x3=(-3+
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)/2; x4=(-3-
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)/2.

Ответ: 2; -5; (-3+-
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)/2.

1.3 Уравнения вида x4+an-1x4+…+a0=0

 Подстановка x=t/an
Например: 2x3-5x2+1=0. 

Пусть x=t/2

2(t/2)3-5(t/2)2+1=0.

2t3/8-5t2/4+1=0.

t3/4-(5t2/4)+1=0.

t3-5t2+4=0

t1=1 – является корнем.

	t3-5t2+4
	t-1

	t3-t2
	t2-4t-4

	  -4t2+4
	

	  -4t2+4
	

	        -4t+4
	

	        -4t+4
	

	               0
	


(t-1)(t2-4t-4)=0

t-1=0      или            t2-4t-4=0

t=1                            D/4=4+4=8

                                 t1=2+2
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; t2=2-2
[image: image7.wmf]2


x=t/2   или      x=t/2          или          x=t/2

x=1/2              x=(2+2
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)/2=1+
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         x=1-
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Ответ:1/2; 1+
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; 1-.
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б)Возвратные уравнения.

Алгебраические уравнения вида a0xn+a1xn-1+…+an=0 называют возвратными уравнениями, если его коэффициенты, одинаково удалены о начала и от конца, равны между собой (ak=an-1, k=0, 1, … , n). 

Примерами таких уравнений являются:

X3-2x2-2x+1=0, a0=a3=1, a1=a2=-2

2x4-3x3+5x2-3x+2=0; a0=a4=2; a1=a3=-3;
1.1 Возвратные уравнения третьей степени имеют вид:

аx3+bx2+bx+a=0         (1)

Группируя первый и последний, второй и третий члены, разложим выражение в левой части на множители: 

a (x3+1)+bx(x+1)=a(x+1)(x2-x+1)+bx(x+1)=(x+1)(ax2-

 -ax+at+bx)=(x+1)(ax2+(b-a)x+a).

Отсюда видно, что одним из корней уравнения (1) является x=-1. Два других получаются путём решения квадратного уравнения.

Например: 1). 2x3+7x2+7x+2=0 – возвратное, уравнение третьей степени,  т.к.   a0= a3 =2; a1=a2=7.

Разложим левую часть на множители:

2(x3+1)+7x(x+1)=2(x+1)(x2-x+1)+7x(x+1)=(x+1)(2x2-2x+2+7x)=(x+1)(2x2+5x+x)

2-й способ  деление «углом».

X=±1; x=±2.

Если: x=-1, то +2(-1)3+7(-1)2+7(-1)+2=-2+7-7+2=0 – является корнем. Разделим многочлен 2x3+7x2+7x+2 на x+1.

	2x3+7x2+7x+2
	x+1

	2x3+2x2
	2x2+5x+2

	       5x2+7x
	

	       5x2+5x
	

	              2x+2
	

	              2x+2
	

	                     0
	


Значит 2x3+7x2+7x+7x+2=(x+1)(2x2+5x+2)

(x+1)(2x2+5x+2)=0

x+1=0                или                         2x2+5x+2=0

x=-1                                                  D=25-16=9

                                                         x1=(-5+3)/4=1/2; x2=(-5-3)/4=-2

Ответ: -2; -1; -1/2.

1.2 Возвратное уравнение 4 степени.

Имеет вид: ax4+bx3+cx2+bx+a=0    (2)

Т.к. a ≠0, то x=0 не является корнем данного уравнения. Поэтому, если разделить обе части уравнения на x2, получим равносильное уравнение:

а(x2+1/x2)+b(x+1/x)+c=0.

Введём новое неизвестное t, получаем, что t=x+1/x, т.к. t2=(x+1/x)2=x2+2+1/x2, то x2+1/x2=t2-2.

Следовательно уравнение (2) превращается в квадратное уравнение относительно t: a(t2-2)+bt+c=0.

Решив это уравнение, найдём его корни t1 и t2, чтобы найти x, необходимо решить уравнение 
x+1/x=t1     и     x+1/x=t2, после чего объединить их корни. Эти уравнения можно записать так: 

x2-t1x+1=0;                 x2-t2x+1=0

Например: 1). 6x4-35x3+62x2-35x+6=0

(6x4+6)-(35x3+35x)+62x2=0

6 (x4+1)-35 (x3+x)+62x2=0

Разделим обе части на x2;

6 (x2+1/x2)-35(x+1/x)+62=0

пусть t=x+1/x, тогда t2=(x+1/x)2=x2+2+1/x2, то x2+1/x2=t2-2

6(t2+2)-35t+62=0

6t2-12-35t+62=0

6t2-35t+50=0

D=1225-1200=25

t1=(35+5)/12=40/12=10/3;

t2=(35-5)/12=30/12=5/2;

x+1/x=5/2;                            x+1/x=10/3

2x2-5x+2=0                       3x2-10x+3=0

D=25-16=9                            D=100-36=64

x1=(5+3)/4=2; x2=(5-3)/4=1/2; x3=(10+8)/4=3; x4=(10-8)/4=1/3.

Ответ: 1/3; 1/2; 2; 3.

1.3 Аналогично, вводя новую переменную y=x+k/x, можно упрощать уравнения вида a*x4+b*x3+c*x2+k*b*x+k*a=0 такие уравнения называются обобщенными возвратными уравнениями четвёртой степени.

Возвратные a4x4+a3x3+a2x2+a1x+a0=0

а0 /an=λ2

                } – возвратные

а1/a3=λ
например:

х4-7x+14x2-23x+16=0

16/1=16=42; -28/7=41
почленное деление на x2.

х4-7x+14x2-28x+16=0: /x2 ≠0

х2-7x+14-28/x+16/x2=0

(x2+16/x2)-7 (x+4/x)+1=0

подстановка: x+4/x=a
                       (x+4/x)2=a2
x2+2x4/x+16/x2=a2

x2+16/x2+8=a2
x2+16/x2=a2-8, тогда
a2-8-7a+14=0

a2-7x+6=0

D=49-24=25

а1=(7+5)/2=6;         a2=(7-5)/2=2, значит

1). x+4/x=6;            2). х+4/x=1

x2-6x+4=0             x2-1x+4=0

D=36-16=20            D=1-16=-15, корней нет

           X1, 2=3±
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           Ответ: 3+
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; 3-
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.
1.4 Возвратные уравнения пятой степени имеет вид:

аx5+bx4+cx3+cx+bx+a=0,

шестой степени: 

ax6+bx5+cx4+dx3+cx2+bx+a=0, и  т. к.

Леонард Эйлер (1707-1783 г.) доказал, что любое возвратное уравнение нечётной степени имеет корень -1 и после деления такого уравнения на x+1 получается уравнение чётной степени, которое тоже будет возвратным.

аx5+bx4+cx3+cx2+bx+a=(x-1)(ax4+(b-a)x3+(a-b+c) x2+(b-a) x+a).

Каждое возвратное уравнение чётной степени вместе к корнем x=α содержит и корень x=1/α. Именно поэтому подстановка y=x+1/x позволяют уменьшить степень возвратного уравнения чётной степени в два раза.

Например, решая возвратное уравнение шестой степени:
ax6+bx5+cx4+dx3+cx2+bx+a=0, разделим обе части уравнения на x3. 

т.к.  x=0 не является корнем уравнения, то получим:

ax6+bx5+cx4+dx3+cx2+bx+a=0

ax3+bx2+cx+d+c/x+b/x2+a/x3=0

a(x3+1/x3)+b(x2+1/x2)+c(x+1/x)+d=0

Введём новую переменную y=x+1/x,

Тогда x3+1/x3=y3-3*y, x2+1/x2=y2-2

И получим 
a(y3-3y)+b(y2-2)+cy+d=0

Например: возвратные пятой степени 

а5x5+a4x4+a3x3+a2x+a1x+a0=0

а2/a3=α       

а1/a4= α3      }          решаются так: одним из корней является число x=-α

а0/a5= α5

2x5+6x4-2x3+4x2-48x-64=0

а2/a3=4/-2=-2=α                   значит возвратное

а1/a4=48/6=-8= α3         }     x=-α

а0/a5=-64/2=-32= α5                    x=2

	2x5+6x4-2x3+4x2-48x-64
	x-2

	2x5-4x4
	2x4+10x3+18x2+40x+32

	      10x4-2x3
	

	      10x4-20x3
	

	               18x3+4x2
	

	               18x3-36x2
	

	                         40x2-48x
	

	                         40x2-80x
	

	                                    32x-64
	

	                                     32x-64
	

	                                                0
	


2x4+10x3+18x2+40x+32=0       /2

x4+5x2+9x2+20x+16=0:     x ≠0 

Получаем возвратное уравнение четной степени:

x2+5x+9+20/x+16/x2=0

(x2+16/x2)+5(x+4/x)+9=0

подстановка x+x/4=a; (x+x/4)2=a2
x2+16/x2+2x4/x=a

x2+16/x2=a2-8

a2-8+5a+9=0

a2+5а+1=0

D=25-4=21

а1, 2=(-5±
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)/2

x+4/x=(-5+
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)/2       или            x+4/x=(-5-
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)/2

    в). Однородные уравнения (метод введения новых неизвестных).

Многочлен от двух переменных x и y такой, что степень каждого его члена равна одному и тому же числу k, называется однородным многочленом степени k.

Уравнение вида p(x, y)=0 называется однородным уравнением степени k относительно x и y если p(x, y) – однородный многочлен степени k. Однородное уравнение относительно x и y делением на yk (если y=0 не является корнем уравнения) превращается в уравнение относительно неизвестного x/ y.  Это свойство одного уравнения помогает решать многие задачи.

Например: (x-1)4+9(x+1)4=10(x2-1)2.

Пусть v=(x+1)2; u=(x-1)2.

u2+9v2=10uv – однородное

Пусть a=u/v=(x-1)2/(x+1)2
a2-10a2+9=0

a1=1; a2=9

1). (x-1)2/(x+1)2=1;                                   2). (x-1)2/(x+1)2=9

x-1/ x+1=1        или             x-1/ x+1=-1         x-1/ x+1=3    или    x-1/ x+1=-3   

x не равен 1                        x не равен -1       x не равен 1          x не равен -1                  

x-1=x+1                              x-1=-1(x+1)          x-1=3(x+1)             x-1=-3(x+1)

ox=2                                    x+x=0                   x-3x=3+1                x+3x=-3+1

корней нет                          2x=0                   -2x=4                      4x=-2

                                             x=0                       x=-2                         x=-0.5

    Ответ:0; -2; -0.5.

2.Метод разложения на множители.

При решении уравнений методом разложения на множители используется теорема 1.

Уравнение f(x)*φ(x)=0, определённое на всей числовой прямой равносильно совокупности уравнений f(x)=0 и φ(x)=0.

2.1 Метод группировки.

2x3-3x2-8x-12=0

x2(2x-3)-4(2x-3)=0

(2x-3)(x4-4)=0

(2x-3)(x-2)(x+2)=0

2x-3=0             или            x-2=0              или          x+2-0

x=1.5                                   x=2                                 x=-2

    Ответ: 1.5; 2; -2.

2.2 Теорема Безу. Поиск целых корней многочлена.

При разложении на множители полезно помнить, что если число α   является корнем многочлена р(х), то p(x) делится на x-α, т. е. представляем в виде p(x)=( x-α)Q(x). Таким образом, зная корень многочлена, его легко разложить на множители (например разделить p(x) на x-α «уголком», получим в частном Q(x)). Заметим что «угадать» корень часто удаётся основываясь на следующем факте. Любой целый корень многочлена с целым коэффициентами является делителем свободного члена.

Например: 

1) x3-x2-3x-1=0

Если данное уравнение имеет целый корень, то он является делителем числа -1, т. е. равен 1 или -1.

 p(-1)=(-1)3-(-1)2-3(-1)-1=-1-1+3-1=0

-1 – корень уравнения, 

значит левую часть уравнения можно представить в виде произведения (x-1)p(x), где p(x) – многочлен второй степени. Для того, чтобы найти многочлен p(x), разделим x3-x2-3x-1 на (x+1).

Деление многочленов выполняется «углом».

	x3-x2-3x-1
	x+1

	x3+ x2
	x2-2x-1

	     -2x2-3x
	

	     -2x2-2x
	

	            -x-1
	

	            -x-1
	

	                 0
	


Итак, 

x3-x2-3x-1=(x+1)(x2-2x-1),

значит

(x+1)(x2-2x-1)=0

x+1=0      или         x2-2x-1=0

x=-1                        D=4+4=8

                                x1=(2+
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)/2=(2+2
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)/2=1+
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                                x2=1-^2

Ответ: -1; 1+
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; 1-
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.

2.3 Схема Горнера.

Поиск рациональных корней по схеме Горнера. 

Например: 
1). X8-6x7+9x6-x2+6x-9=0

т.к. a0=1, то рациональными корнями уравнения могут быть только целые числа, которые являются которые являются делителями свободного члена an=-9: ±1; ±3; ±9.

	
	1
	-6
	9
	0
	0
	0
	-1
	6
	-9
	Выводы

	1
	1
	-5
	4
	4
	4
	4
	3
	9
	0
	1 – корень

	1
	1
	-4
	0
	4
	8
	12
	15
	24≠0
	
	1 – простой корень

	-1
	1
	-6
	10
	-6
	10
	-6
	9
	0
	
	-1– корень

	-1
	1
	-7
	17
	-23
	33
	-39
	48≠0
	
	
	-1 – простой корень

	3
	1
	-3
	1
	-3
	1
	-3
	0
	
	
	3 – корень

	3
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	
	
	
	3 – простой корень


Делители свободного члена: ±1; ±3; ±9. 

Если это уравнение имеет целые корни, то все они находятся среди этих чисел. 

Найдем эти корни по схеме Горнера.

Как видно из таблицы:

(x-1)(x+1)(x-3)2(x4+x2+1)=0

x-1=0     или     x+1=0     или       (x-3)3=0    или     x4+x2+1=0
x=1                    x=-1                      x=3                      x2=y
                                                                                     y2+y+1=0

                                                                                     D=1-4=-3

                                                                                     Корней нет

   Ответ: -1; 1; 3.

2). 4x4+8x3+x2-3x-1=0

делится a0=4; +-1; +-2; +-4.

Делители a4=+-1

Значит, возможно, рациональные корни нужно искать среди чисел a4/a0: ±1; ± 0,5; ±0,25. 

По теореме других рациональных корней быть не может. 

Числа ±1 не удовлетворяют уравнению.

Проверим остальные числа по схеме Горнера:

	
	4
	8
	1
	3
	-1
	Вывод

	-1/2
	4
	6
	-2
	-2
	0
	-1/2 – корень

	-1/2
	4
	4
	-4
	0
	
	-1/2 - корень

	
	
	
	
	
	
	


Дальше схему Горнера можно приостановить, т. к. после двухкратного деления левой части на (x+1/2) мы получим в частном кратный трёхчлен, корни которого легко найти.

(x+1/2)2(4x2+4x-4)=0

(x+1/2)2=0                или                     4x2+4x-4=0

x=-1/2                                                    x2+x-1=0

                                                              D=1+4=5

                                                              X1, 2=(-1±
[image: image24.wmf]5

)/2

          Ответ: -0.5; -0.5-0.5
[image: image25.wmf]5

; -0.5+0.5
[image: image26.wmf]5


2.4 Кососимметрические уравнения.

Коэффициенты такого уравнения (нечетной степени ), одинаково удалены от старшего и свободного членов, противоположные числа.

Такие уравнения можно назвать кососимметрическими. Ясно, что 

1-корень такого уравнения. Степень уравнения можно было показать по схеме Горнера. Но проще решать это уравнение методом группировки разложением по множителями. 

Например: 2x3+3x2-3x-2=0

(2x3-2)+(3x2-3x)=0

2(x3-1)+3x(x-1)=0

(x-1)(2(x2+x+1)+3x)=0

x-1=0                 или             2(x2+x+1)+3x=0

x=1                                        2x2+2x+2+3x=0

                                              2x2+5x+2=0

                                              D=25-4*2*2=6

                                              X1=(-5+3)/4=-1/2

                                              X2=(-5-3)/4=-2

       Ответ: 1; -2; -1/2.

2.5Симметрические уравнения.

Коэффициенты таких уравнений, одинаково удаленные от концов многочлена равны. Такие уравнения принято называть симметрическими. Здесь 1 – очевидный корень. 

Решаем это уравнение разложением на множители.

3x3-7x2-7x+3=0

(3x3+3)-(7x2+7x)=0

3(x+1)(x2-x+1)-7x(x+1)=0

(x+1)(3x2-3x+3-7x)=0

(x+1)(3x2-10x+3)=0

x+1=0                       или                   3x2-10x+3=0

x=-1                                                    D=100-3*3*4=64

                                                           x1=(10+8)/6=3;   

                                                           x2=(10-8)/6=1/3

Ответ: -1; 3; 1/3.

2.6 Почленное деление на переменную.

х4-7x3+14x2-7x+1=0

т.к. x=0 – не корень уравнения, то можно обе части уравнения разделить на x2.

х2-7x+14-7/x+1/x2=0

(x2+1/x2)-7(x+1/x)+14=0

Пусть x+1/x=a; (x+1/x)2=a2
х2+2+1/x2=a2
х2+1/x2=a2-2

a2-2-7x+14=0

a2-7a+12=0

D=49-48=1

a1=(7+1)/2=4;        или        a2=(7-1)=3

x+1/x=4                  или        x+1/x=3

D=16-4=12                            D=9-4=5

           х1=(4+2
[image: image27.wmf]3

)=2+
[image: image28.wmf]3

                 x3=(3+
[image: image29.wmf]5

)/2;

           х2=2-
[image: image30.wmf]3

                                  x4=(3-
[image: image31.wmf]5

)2

           Ответ: 2±
[image: image32.wmf]3

; 1.5±0.5
[image: image33.wmf]5
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