1. Теоретические сведения.
           Алгебраическим многочленом  n-ой степени называют выражение вида:

          a0 xn +а1х     + a2 x         + …+аn-1х  + an    , (1)

где n принадлежит  Z  ,n≥0 , a 0  , a1  ,...an  принадлежат  R  и a0≠0, и обозначают его через Pn (х).

Равенство Pn (х)=0 называют алгебраическим уравнением  n-ой степени.   (2)
Число  α  называют корнем многочлена (1) , а также корнем (решением) уравнения (2) , если α удовлетворяет уравнению (2) ,

 т.е. если верно числовое равенство Pn(ɑ)  =0  .

 Решить уравнение (2) −значит найти  множество всех его корней (решений). 

Если  n=1 , то уравнение (2) называют уравнением 1-ой степени, а при n=2 – квадратным уравнением. Формулы для решения таких уравнений хорошо известны и они достаточно просты. Однако для  уравнений выше  2-ой  степени таких простых формул нет. Для уравнений третьей степени  существуют  формулы Кардано и Феррари, выражающие  корни этих уравнений через радикалы. Но эти формулы слишком  громоздки и неудобны. Поэтому на практике  ими редко пользуются. Таким образом, если n≥3, а коэффициенты многочлена (1) −произвольные действительные числа,  отыскание корней уравнения (2) −задача непростая.

Тем не менее, во многих частных случаях эта задача решается до конца. Остановимся на некоторых из них.

1. Теорема Безу. Остаток от деления многочлена Pn  (х)  на двучлен x- α равен Pn (х).

Основой многих знаний о делении многочлена на двучлен является теорема, принадлежащая французскому математику Этвену Безу (1730-1783) и носит его имя.

Докажем эту теорему для случая, когда n=3. Для этого разделим многочлен P3 (х)  на двучлен x- αn  уголком.

	a0 x³  + a1 x² + a3
	x- α

	a0 x³  - αa 0 x²
	a0x²+(a1+ αa0)x + (a2+ α(a1+ αa0))

	(a1+ αa0)x² + a2
x + a3
	

	(a1+ αa0)x² - α(a1 + αa0)x
	

	(a2 + α(a1 + αa0))x+a3
	

	(a2+ α(a1+ αa0))x- α(a2+ α(a1+    +αa0))
	

	a3+ α(a2+ α(a1+ αa0))-остаток
	


Обозначим остаток от деления P3(х) на x- α через r. Тогда:

r=a3+ α (a2 + α(a1 + αa0))=a3+ αa2+ α²a1 + α³+a0=a0a³+ a1 α² + a2 α +a3=P3(α) ,

т.е. остаток r=P3(∞)

Из теоремы Безу вытекают следующие практические следствия:

Следствие 1. Если многочлен Pn(x)  делится без остатка  на двучлен x- α,(т.е.r=0) то α является корнем многочлена Pn(x) ,т.е. Pn(α) =0. поэтому решения уравнения Pn  (x)=0 сводится к решению уравнения Pn-1(x) =0 , на единицу меньшей степени. 

Следствие 2. Если число  α является корнем многочлена Pn (x) , то Pn (x)  делится без остатка на двучлен x- α , т.е. в этом  случае справедливо  разложение: Pn (x)=(x- α)∙Pn-1 (x) .

Следствие 3. Если многочлен Pn-1 (x) делится без остатка  на двучлен x- α , то Pn (x)=(x- α)² ∙Pn-2 (x)

Если при этом многочлен Pn-2 (x) не делится на x- α, то число α называют двукратным корнем  многочлена (1) или уравнения (2).

Число α называется m-кратным корнем  многочлена Pn (x) если Pn (x)=Pn-m (x)  ∙(x- α) в m-ой степени и многочлена Pn-m  (x)  не делится на x- -α .

Однократные корни называются  простыми, m-кратные корни, при m>1  называются кратными.

Особо отметим: Теорема о целых корнях, заключающая  в себе 

Если целое число α - корень многочлена с целыми  коэффициентами, то α - делитель его свободного члена.
Доказательство. Пусть:

P (x)=a0xⁿ +a1xⁿֿ¹ +…+an-1x +an−многочлен с целыми коэффициентами и целое число α −его корень.

Тогда по определению корня выполняется равенство P (α)=0;

a0 αⁿ+a1 αⁿֿ¹+…+an-1 α +an=0

Вынося общий множитель α за скобки, получим равенство:

α(a0 αⁿֿ¹ +a1 αⁿֿ² +…+an-1)+ad=0, откуда
an= -α(a0 αⁿֿ¹ + a1 αⁿֿ² +…+ αn-1)

Так как числа a0, a1,…an-1, an и α −целые, то в скобке  стоит целое число, и, следовательно, an делится, на α, что и требовалось доказать. 

Доказанная теорема  может быть сформулирована и следующим  образом: всякий целый корень многочлена с целыми коэффициентами является делителем  его свободного члена.

2.Дополнительная теорема о целых корнях

             Если целое число α−корень многочлена P(x) с целыми    коэффициентами, то α-1−делитель числа P(1), α+1−делитель числа P(-1) 

Доказательство. В самом деле, при a=1, P (α)-P (1),а значит, и P(1) делится на α-1. Аналогично рассматривается второй случай.

На теореме (1) основан алгоритм поиска целых корней многочлена с целыми коэффициентами: выписать все делители свободного члена и поочерёдно  выписать значения многочленов этих чисел.

В то же время проведение этого алгоритма с вычислительной точки зрения может показаться достаточно трудным, однако он может быть существенно упрощён, если применить дополнительное утверждение, основанное на одной из известных формул  сокращённого умножения.

Именно: из тождества 

xⁿ-yⁿ=(x-y)(xⁿֿ¹+xⁿֿ²y+…+  xyⁿֿ²+yⁿֿ¹)

вытекает, что для целых чисел b и c число bⁿ-cⁿ делится на b∙c. Но для любого многочлена P разность

P (b)-P(c)= (a0bⁿ+a1bⁿֿ¹+…+an-1b+an)-(a0cⁿ+a1cⁿֿ¹+…+an-1c+an)=a0(bⁿ- cⁿ)+a1(bⁿֿ¹-cⁿֿ¹)+…+an-1(b-c)

и, следовательно, для многочлена P с целыми коэффициентами и целых чисел b и c разность P(b)-P(c) делится на b-c. 

Очень частным, но весьма полезным случаем этого утверждения является теорема 2
Итак, задача нахождения целых корней многочлена с целыми коэффициентами  полностью решена −с помощью теоремы делимости целых чисел.

                             A(x)=B(x)*a(x)+R(x)
На самом деле из полученной таблицы, заполненной по схеме Горнера, можно записать не только остаток, но и неполное частное Q(x)=x3-8*x2+16*x-32,

так как числа, стоящие во второй сроке (не считая последнего), - это коэффициенты многочлена Q(x) – неполного частного от деления на x+2. Действительно произведя деление A(x) на x+2 «уголком», убедимся о справедливости высказывания: 

	x4-6x3+8
	x+2

	x4+2x3         

	x2-8x2+16x-32 – неполное частное

	    -8x3+8
	

	    -8x3-16x2
	

	            16x2+8
	

	            16x2+32x
	

	                    -32x+8
	

	                    -32x-64
	

	                             72 (остаток)
	


Например: Докажем, что многочлен A(x)=x4-6x3+7x-392 делится на x-7, и найдём частное от делителя.

Используя схему Горнера найдём A(x);

	
	1
	-6
	0
	7
	-392

	7
	1
	1
	7
	56
	0


A(7)=0, т . е. остаток при делении многочлена на x-7 равен нулю и, значит многочлен A(x)/(x-7). При этом числа во второй строке таблицы являются коэффициенты от деления A(x) на x-7, поэтому 

A(x)=(x-7)(x3+x2+7x+56).

2. Схема Горнера.

Так называют способ деления многочлена Pn (x)=a 0xⁿ+a 1xⁿֿ¹+a 2xⁿֿ²+…+a n-1x+an  на двучлен x- α, довольно легко позволяет выразить коэффициенты неполного частного

b 0xⁿֿ¹+b 1xⁿֿ²+b 2xⁿֿ³+…+bn-1 и остаток  r  через коэффициенты многочлена Pn(x) и число α (смотри доказательство теоремы Безу):

b0=a0, b1= αb0+a1, b2= αb1+a2,…,bn-1= αbn-2+an-1 и r = αbn-1+an

Вычисления по схеме Горнера в виде следующей таблицы:

	
	a0

	a1

	a2

	…


	an


	α
	b0=a0
	b1= αb0+a1
	b2= αb1+a2
	…
	r= αbn-1+an


Поскольку r=Pn(α), то α−корень уравнения (2). Для того, чтобы проверить  не является ли α кратным корнем, схему Горнера можно применить уже к частному b 0x+b 1x+…+bn-1 по таблице. Если в столбце  под bn-1 получится снова ноль, значит α−кратный корень.
Найдём остаток от деления многочлена 

A(x)=x4-6x3+8 на x+2.

           Решение: по теореме Безу остаток от деления на x+2 равен                                         А(-2)= (-2)4-6(-2)3+8=72.

Удобный способ нахождения значений многочлена при заданном значении переменной x ввёл английский математик Вильямс Джорж  Горнер (1786-1837). Этот способ в последствии получил название схемы Горнера. Он состоит в заполнении некоторой таблицы из двух строк. Например, чтобы вычислить A(-2) в верхней строке таблицы перечисляем коэффициенты данного многочлена, записанного в стандартной форме x4-6x3+8=x4-(6)x3+0x2+0x+8. Коэффициенты при старшей степени дублируем в нижней строке, а перед ним записываем значение переменной x=-2, при котором вычисляем значение многочлена. Получается следующая таблица:

	
	1
	-6
	0
	0
	8

	-2
	1
	
	
	
	


Пустые клетки таблицы заполняем по следующему правилу: крайнее справа число нижней строки умножается на -2 и складывается с числом, стоящим над пустой клеткой. По этому правилу в первой пустой клетке стоит число (-2)1+(-6)=-8, во второй клетке становится число (-2)8+0=16, в третьей клетке – число (-2)16+0=-2, в последней клетке – число (-2)*(-32)+8=72.

Полностью заполненная по схеме Горнера таблица выглядит так:

	
	1
	-6
	0
	0
	8

	-2
	1
	-8
	16
	-32
	72


Число в последней клетке и есть остаток от деления на, x+2, A(-2)=72.

n-2





n-1
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