Задача о трисекции угла
История возникновения задачи о трисекции угла
Вторая древнейшая знаменитая геометри​ческая задача - это задача о трисекции угла. Слово "трисекция" происходит от латинского tri — в сложных словах означает "три" — и sectio—"разрезание", "рассечение". Родиной этой задачи является древняя Греция (пример​но V век до н.э.). Возникновение задачи о трисекции угла в отличие от делосской задачи об удвоении куба не связано ни с какими преданиями и легендами. Задача о делении угла на три равные части, по-видимому, возникла из потребностей архитектуры и строительной техники. При составлении рабочих чертежей орнамен​тов, разного рода украшений многогранных колоннад и т.д., при строительстве, внутренней и внешней отделке храмов, надгробных памятников и других больших и малых сооружений древние инженеры, художники и архитекторы встретились с необходимостью уметь делить окружность на любое конечное число равных частей, а это в некоторых задачах (и довольно часто) приводило их к рассмотрению трисекции некоторых углов. Делить угол пополам древние греки умели довольно легко, а вот разделить угол на три равные части оказалось не всегда возможно.
Сама жизнь и прежде всего практические запросы архитектуры и строительной техники требовали от геометров хорошо разработанной теории и практики построения правильных многоугольников, И нет ничего удивительного, что в древней Греции теория и практика пост​роения правильных многоугольников в геомет​рической науке очень рано привлекает внима​ние ученых. Строить правильный многоуголь​ник им удавалось сравнительно просто, когда равные дуги получались путем деления соответствующих центральных углов каждый раз пополам. Но случалось так, что равные дуги надо было получить путем деления центрального угла на три равные части, тогда перед геометрами возникали чрезвы​чайно большие трудности, которые и приведи ученых к специальному рассмотрению задачи о трисекции угла. Действительно, пользуясь цир​кулей и линейкой, древние греки, например, легко строили правильный восьмиугольник. Для этой цели окружность делилась пополам, полу​ченные дуги опять делились пополам, а потом равные дуги, центральные углы которых равны 90°, делились еще раз пополам. Затем концы равных восьми дуг соединялись хордами. Правильный восьмиугольник считался построенным. Но картина совершенно менялась, когда прихо​дилось строить, скажем, правильный девятиугольник. В этом случае окружность надо разделить на 9 равных частей. Разделив окружность на три равные части, получали центральные утлы в 120°. Теперь для завершения построения надо произвести трисекцию угла в 120°, а это​го при помощи только циркуля и линейки, оказывается, выполнить точ​но невозможно.  Здесь и в других подобных случаях перед учеными вста​ла одна из трудных геометрических проблем, которая стала называться "знаменитой задачей о трисекции угла".
Попытка решить задачу
о трисекции угла при помощи циркуля и  линейки
Пользуясь циркулем и линейкой, древние греки умели делить произвольный угол на две равные части. Со времен Пифагора они уме​ли делить прямой угол на три равные части.  Это они выполняли так.
Пусть дан прямой угол ABC и требуется разделить его на три равные части, то есть про​извести трисекцию этого угла. Для этого и вершины данного угла В, как из центра, проводим окружность (для нужного построения достаточно провести четверть окружности). Точки пересечения окружности со сторонами АВ и ВС соответственно обозначим через М и N. Далее, из точек М и N тем же радиусом делаем  засечки R и Q. Теперь соединим хордами М и R, N и Q. Получаем два равносторонних треугольника: 
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BRM и 
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BQN. Но в равностороннем треугольнике все три угла по 60°. 
Следовательно, 
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MBR=
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QBN = 60°. Тогда 
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QBR= 30°. Итак, данный прямой угол удалось раз делить на три равные части. Что и нужно было сделать.
Рис 516
С такой же легкостью и теми же средствами древние греки стремились разделить на три равные части и всякий другой угол. Но тут их постигло глубокое разочарование. Пользуясь циркулем и линейкой, они смогли вы​полнить трисекцию углов только для отдельных частных случаев.
В чем дело? А дело заключается в том, что трисекция произвольно​го утла оказывается неразрешимой при помощи циркуля и линейки, но об этом будет рассказано в следующем параграфе. 
О доказательстве неразрешимости 
задачи о трисекции произвольного угла
при помощи циркуля и линейки.
Древнегреческие ученые проявили много тонкого остроумия для изобретения разлого рода механизмов, с помощью которых они без особого труда делили произвольный угол на три равные части. Но перед ними всегда стоял вопрос: почему трисекция угла, легко вы​полнимая при помощи специально изготовленных механизмов, не поддается разрешению при помощи циркуля и линейки? И вообще, разрешима ли эта задача в общем виде при помощи этих классичес​ких чертежных инструментов?
Чтобы ответить на поставленный вопрос, проведем некоторые рассуждения. Обозначим данный угол, который требуется разделить на три
равные части, через 3
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. 
Рассмотрим cos3
[image: image9.wmf]a

.
 По известным формулам тригонометрии будем иметь:                                                 
cos 3
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Умножая левую и правую части полученного равенства на 2, будем иметь:
2cos3
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 = 8 cos 3
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- 6 cos a. 
Пусть теперь 2cos 3
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 = а и 2cos 
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= х, тогда
а=х3-3х,
 или
х3-3х – а=0,            (1)

Чтобы доказать, что задача о трисекции угла не разрешима в общем виде, достаточно указать хотя бы один угол, который нельзя разделить при помощи циркуля и линейки. Путем несложных рассуждений пока​жем, что таким свойством обладает, например, угол в 60°. Действитель​но, полагая 3
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= 60°, получим cos 3
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, и уравнение (1), примет вид:
 х3-3х –1=0,                     (2)
В алгебре доказывается, что рациональными корнями уравнения (2) могли бы быть +1 и -1, но ни то, ни другое указанному уравнению не удовлетворяет. Выходит, что уравнение (2) не имеет рациональных кор​ней, и, следовательно, по «теореме неразрешимости» угол в 60° нельзя разделить на три равные части при помощи циркуля и линейки. Итак, если пользоваться циркулем и линейкой, задача о трисекции угла в общем виде не разрешима.
Укажем теперь некоторые частные случаи, когда задача, о трисекции угла разрешима циркулем и линейкой.
Древним ученым, как указывалось выше, была известна трисекция прямого угла при помощи циркуля и линейки, возможность этой три секции можно подтвердить и теоретически. Действительно, положив 3
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=90°, получим, что а=0,  и уравнение (1) примет вид: х3-3х=0,           (3)
Уравнение (3) имеет корни 0, 
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, и -
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. Таким образом, ненулевые корни выражены в квадратных радикалах. Следовательно, угол в 900 можно разделить циркулем и линейкой на три равные части.
Аналогичными рассуждениями можно было бы показать, что тем; же средствами и угол в 45° можно разделить на три равные части.
Необходимо добавить, что трисекция при помощи циркуля и линейки возможна для бесчисленного множества углов, например, для углов вида 
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, где n - целое положительное число (последнее рекомендуется доказать самостоятельно). 
Р.Декарт был первым ученым, который высказал предположение, что трисекция произвольного угла не может быть выполнена при помощи циркуля и линейки, если последняя не имеет никаких отметок. Строгое же доказательство неразрешимости задачи о трисекции произвольного угла  впервые было дано в 1837 году П. Ванцелем.
Простейший трисектор
Применяя только циркуль и линейку, не имеющую делений, невозможно разделить произвольный угол на три равные части. Но матема​тик не отрицает возможности выполнения этого деления при помощи других, инструментов, называемых трисекторами. Простейший трисек​тор изображен на рисунке.
Примыкающая к полукругу полоска АВ равна по длине радиусу полукруга. Край полоски BD составляет прямой угол с прямой АС и касается полукруга в точке В. Длина этой полоски произвольна.
Пусть требуется разделить на три равные части угол KSM. Трисек​тор помещают так, чтобы вершина угла S находилась на линии BD, одна сторона угла прошла через точку А, а другая сторона коснулась полу​круга. Затем проводят прямые SB и SO. Они и разделят угол на три равные части.
Доказательство. Соединим центр полукруга О с точкой касания N, 
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ASB = 
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OSN,   отсюда   следует   равенство   углов: 
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