Старинный способ решения задач на сплавы и смеси.
  Один из типов задач на составление уравнений и систем уравнений – задачи на сплавы и смеси, решение которых связано с понятиями «концентрация», «процентное содержание», «проба», «влажность».

2 правила:

1. Однородная масса. 2. 1 л – масса3. 1л – единица объема.
Концентрация вещества – это отношение количества этого вещества к общему количеству смеси.

Процентное содержание вещества – это концентрация, выраженное в процентах. ( 30 г. содержит из 100 г.)

Проба  - это число частей металла в 1000 – ах частях сплава. (Серебро 990 пробы – это 990 частей металла из 1000 частей сплава.)

Золото – 5 пробы

Серебро – 6 пробы

Платина – 1 пробы ( 950 )

Палладий – 2 пробы

Задача. 
Пусть сплавляются 2 куска металла с массами х и у процентным содержанием некоторых веществ в которых  p % и q %, а сплав, который получается, содержит r %  этого вещества. Тогда отношение масс первого и второго куска равно отношению разности процентного содержания сплава и второго куска; и процентного содержания первого куска и сплава, т.е.
х / у = (r – q) / ( р –r).

х                                     р                                         r – q

                   r

у                                     q                                         р – r

Пусть   q < r.

Докажем.

Пусть р > q, тогда q < r < р.
х/100 * р – масса вещества в 1 куске;

у/100 * q – масса вещества во 2 куске;
х/100 * р + у/100 * q – масса вещества в 1 и во 2 кусках вместе.

( х + у ) / 100 * r  - масса вещества в сплаве;

х/100 * р + у/100 * q =  ( х + у ) / 100 * r  

х * р + у * q = х * r + у * r;

х * р - х * r = у * r - у * q;

х*(р – r ) = у * ( r – q );

х/у = ( r – q ) | ( р – r ).                        Ч. т. д.
Как известно, при составлении уравнения обычно прослеживают содержание какого-нибудь одного вещества из тех, которые сплавляются (смешиваются и т. д. ).

Задача 1.

 При смешивании 5 % -ного раствора кислоты с 40 % -ным раствором кислоты получили 140 г. 30 % раствора. Сколько граммов каждого раствора было для этого взято?

Решение

Проследим за содержанием кислоты в растворах. Возьмем для смешивания х г. 5 % -ного раствора кислоты (или 0,05 х г.) и у г. 40 % -ного раствора (или 0,4 у г.).
Так как в 140 г. нового раствора кислоты стало содержаться 30 %, т.е. 0,3*140 г., то получаем следующее уравнение:

0,05 х + 0,4 у = 0,3*140.

Кроме того, х + у  = 140.

Таким образом, приходим к следующей системе уравнений:
         

            5 х + 40 у = 0,3*140  

         х + у = 140
Из этой системы находим х = 40, у = 100. По смыслу задачи 0 < х < 140 , 0 < у< 140.
Найденные значения х и у этим условиям удовлетворяют. Итак, 5%-ного раствора  кислоты следует взять 40г., а 40%-ного раствора—100г.

     Старинный способ решения задачи 1.

Друг под другом пишутся содержание кислот имеющихся растворов, слева от них и примерно посередине – содержание кислоты в растворе, который должен получиться после смешивания. Соединив написанные числа черточками, получим такую схему:
                        5

 30
                    40         
Рассмотрим пары 30 и 5; 30 и 40. В каждой паре из большего числа вычтем меньшее и результат запишем в конце соответствующей черточки. Получается такая схема:                            
                        5                       10
  30              
                         40                      25

   Из нее делается заключение, что 5%-ного раствора  следует взять 10 частей, а40%-ного 25 частей, т.е. для получения 140г. 30%-ного раствора нужно взять 5%-ного раствора 40г., а 40%-ного −100г.

    Отметим, что старинный способ решения задач на смешивание (сплавление) двух веществ  всегда позволяет получить правильный ответ.

     Действительно, предположим, что смешиваются х г. а % - ного раствора кислоты (или 0,01 а* х   г.) и у г. в % - ного раствора кислоты (или 0,01 в*у   г.). При этом необходимо получить с % -ный раствор. Пусть, для определенности,  а < с < в.

Ясно, что если с > в или с < а, то задача неразрешима. Так как в полученных (х+у) г. смеси кислоты стало содержаться с %, т.е. 0,01 с(х+у) г., то получаем следующее уравнение:

0,01 а х + 0,01 в у = 0,01 с(х+у).

Отсюда    х / у = (в-с) / (с-а).

Но именно это отношение и дает старинный способ:

                         а                           в-с      

с                   

                         в                           с-а

Задача 2.

Смешали 30 % -ный раствор соляной кислоты с 10 % – ым и получили 600 г. 15 % - ого раствора. Сколько граммов каждого было взято.

                               30 %                            5                     5 /15 = 1 / 3
15 %                                                                                   1 часть  --- 30 %       

600 г.                                                                                  3 части  --- 10 %
                               10 %                           15

1) 1 + 3 = 4 (части) – всего

2) 600 : 4 = 150 (г.) – составляет 1 часть.

3) 150 * 3 = 450 (г.) составляет 3 части.

Ответ: Взяли 150 г . – 30 % - ного раствора

                        450 г. – 10 % - ного раствора.

Задача 3.

Морская вода содержит 5% соли по массе. Сколько пресной воды нужно добавить

к 30 кг морской воды, чтобы концентрация соли составила 1,5%.


В пресной воде 0% соли.

3 части – морской воды – это 30 кг

7 части – пресной воды

1) 30: 3=10 (кг) – 1 часть.- морская вода.

2) 10*7=70(кг) – 7 частей. – пресная вода.


Ответ : 70 кг. Пресной воды.

Задача 5.

Собрали 100 кг грибов, влажность которых составляло 99%.Когда грибы подсушили ,их влажность снизилось до 98%.Какова стала их масса.


1 – ый способ.


Грибы = вода + грибная масса.



99% - 99 кг воды



1 кг грибной массы


98% - 98% воды



2% грибной массы.

1 кг – 2%

0,5 кг – 1%

50 кг – 100%



Ответ:  50 кг.

Проследим содержанием воды.

100 %

                           99%                            2                    
98%                                                                                         

                               100 %                           1

100 кг приходится на 2 части.


1) 100:2=50(кг) – 1 ччасть воды

2) 100 – 50=50(кг)- грибов осталось.

Проследим содержанием грибной массы.

100 кг 

                          1%                            2                    
      2                                                                                

                               0 %                           1

100 кг приходится на 2части.


1) 100 : 2=50 (кг) составляет 1 часть грибной массы.



Ответ: 50 кг грибов осталось.

Задача 6.

Имеются два раствора 68% и 78% серной кислоты. Сколько надо взять каждого раствора серной кислоты, чтобы получить 100г 70% раствора

                          68%                            8                    
70%                                                                                         

 100 кг                                                                                 

                               78 %                           2
1) 100 : 10=10(кг) – 1 часть 

2) 10* 8= 80(кг) – 1 раствор 68% кислоты

3) 10 * 2=20(кг) – 2 раствор 78% кислоты

Ответ: 80 кг, 20 кг.

Задача 7.

Имеется кусок сплава меди с оловом массой 15 кг, содержащий 40% меди. Сколько чистого олова надо прибавить к этому куску, чтобы сплав содержал 30% меди.


Проследим содержанием меди.

15

                          40%                            30                    
30%                                                                                         

                               0 %                              10

15: 3 = 5(кг) – 1 часть (меди).


Ответ: 5 кг

Задача 8.

Имеется лом содержанием никеля 5,% и 40%. Сколько надо взять металла каждого сорта, чтобы получить 140 кг 30% содержанием никеля.

                          5%                            10                   
                                                                                        10/25 = 2/5  

30%                                                                                         

 140г                                                                                 

                               40 %                              25

1)140 : 7 = 20(г) – 1 часть

2)20 * 2 = 40(г) – 5% никеля.

3)20 * 5 =100(г) – 40% никеля


Ответ: 40 г, 100г.

Задача 9.

Нектар содержит 70% воды, а полученный из него мёд 17%. Сколько кг нектара приходится перерабатывать пчелам, чтобы получить 1 кг меда.

Нектар состоит из воды и мёда.

Нектар                                           Мёд

воды – 70%                                    воды – 17%

чистого меда – 30%                       чистого меда – 83%.

1 способ.

1 кг : 100* 83= 1/100 * 83(кг) чистого мёда в мёде. Пусть х кг имеется нектара

х/100 кг – 1%

х/100 * 30(кг) чистого мёда в нектаре.
83/100 = 30х/100

30х = 83

Х=83/30 = 2,77(кг) нектара надо перерабатывать пчелам, чтобы получить 1 кг меда.

2 способ.

1 кг  

                          17%                            30                   
                                                                                        30/53  

70%                                                                                         

                               100 %                          53

1 кг приходится на 30 частей.

1/30 кг составляет 1 часть.

30+53 = 83(частей) всего в нектаре

1/30 * 83 = 83/30 = 2,77(кг) нектара надо перерабатывать пчелам.

Задача 10.

Имеется серебро одно 11 пробы, другое 14 пробы. Сколько какого серебра нужно взять, чтобы получить 1 фунт серебра 12 пробы
.

                          11                               2                   
  12                                                                                        

 1 фунт                                                                                 

                               14                                1

Всего 3 части приходится на 1 фунт.

1) 1 : 3 = 1/3(фунта) составляет 1 часть.

2) 1/3 * 2 = 2/3 (фунта) составляет 2 части.

Ответ: 2/3 фунта 11 пробы.


1/3 фунта 14 пробы.

Задача 11.

Сплавлено 40г золота одной пробы и 60г золота другой пробы. И получено золото 62 пробы. Какой пробы было золота в 1 и 2 куске, если при сплаве их поровну получится золото 61 пробы.

 
Пусть х проба 1 куска



у проба 2 куска



Х<У.

40г

                                      х                                  у- 62                    
               62                                                                                          

                                            у                                 62 - х

60г
40 / 60 = (у – 62 ) / ( 62 – х )

1                                        х                                 у - 61

               61

1                                        у                                 61 – х

( у – 61 ) / ( 61 – х ) = 1


             ( у – 62 ) / ( 62 – х ) = 2/3;

              у – 61 = 61 – х;



2*х + 3*у = 310;

           - 2*х – 2*у = -244;

            у = 66;

            х = 56;

    Ответ:  40 г.  —— 56 пробы;

                 60 г.  —— 66 пробы.

Задача 12.

      Имеется сплав серебра с медью. Вычислить вес и пробу этого сплава, если его сплав с 3 кг чистого серебра есть сплав 900 пробы, а его сплав с 2 кг сплава 900 пробы – есть сплав 840 пробы.

   Пусть х кг —— вес сплава

              у     ——  его проба.

 1)  х кг                                      у                                        100


                  900

    3 кг                                  1000                                    900 – у

х / 3 = 100 / ( 900 – у )

2)   х кг                                  у                                            60


                   840

      2 кг.                                 900                                        840 – у

х /2 = 60 / (840 – у)

1000 /( 900 – у ) = х / 3;

60 / ( 840-у ) = х / 2;


х = 3;

у = 800;

  Ответ:        3 кг  ——  вес сплава;

800 кг  ——  проба сплава. 

Задача 13.

   В 500 кг руды содержится некоторое количество железа. После удаления из руды 200 кг примесей, содержащих в среднем 12,5 % железа, в оставшейся руде содержание железа повысилась на 20 %. Какое количество железа осталось в руде ( сплаве).

     Пусть х %  железа в 500 кг руды;

             ( х+ 20 ) % железа осталось в очищенной руде.

   200 кг                                                        12,5 %                                20

                               х %

   300 кг                                                   ( х + 20 ) %                            х – 12,5 

200 / 300 = 20 / ( х – 12,5 )

2 /3 = 20 / ( х – 12,5 )

х = 42,5

42,5 % железа содержалась в 500 кг руды.

300 / 100 * (42,5 + 20 ) = 187,5 ( кг ) железа в 300 кг оставшейся руды.

   Ответ: 187,5 кг.

Задача 14 ( Сканави, группа В )

  Из бутыли, наполненной 12 % раствором соли, отлили 1 л и снова долили водой. В бутыле оказался 3 % раствора соли. Какова вместимость бутыли.

   Пусть бутыль вмещает х л.

1) ( х – 1 ) л – осталось в бутыле после того как отлили 1 л.
              1 л – воды долили.

  х – 1                                          12 % раствор                            у


                       у %

  1                                                 0 % вода                                  12 – у

( х – 1 )/ 1 = у / ( 12 – у )

2) Отлили еще 1 л.

( х – 1 ) л осталось у % раствора;

          1 л  воды долили.

  х – 1                                                 у  %                                   3

                      3 %

               1                                                       0 %                                   у – 3

( х – 1 ) / 1 = 3 / (у – 3 )


       ( х – 1 ) / 1 = у / ( 12 – у )

       ( х – 1 ) / 1 = 3 / ( у – 3 )

у / ( 12 – у ) = 3 / ( у – 3 )

      у = 6;

      х = 2.

                    Ответ: Бутыль была 2 л.

Задача 15.

От двух кусков сплава одинаковой массы, но с различным % содержанием меди, отрезали по куску равной массы. Каждый из отрезанных кусков сплавили с остатком другого куска. После чего % содержание меди в обеих кусках стало одинаковой. Во сколько раз отрезанный кусок мен7ьше целого?

                        I                                                                          II

                     ( а –m ) кг                                                        ( а – m) кг

                           m кг                                                                  m  кг
                           х % меди                                                      у % меди

1) 1 сплав

         m  кг                                     х %                                    у – z

                              z 

        ( а – m) кг                              у %                                   z - х
   Пусть х < у

m / (а – m ) = ( у – z ) / (z – х )
2) 2 сплав

    ( а -  m ) кг                                               х %                                  у – z


                                       z

          m  кг                                                   у %                                    z – х

 ( а – m )/ m = ( у – z ) /( z – х );


m / ( а – m ) = ( у – z ) / ( z – х);

( а – m )/ m = ( у – z ) / (z – х );

( у – z ) / (z – х) = ( z – х ) / ( у – z );

( у – z )*( у – z ) = ( z – х )*(z – х );

у >z, z > х, то у – z > 0, z – х > 0;

у – z = z – х, то

m / ( а – m ) = 1, m = а – m, 2m = а, m = 0,5*а.

   Ответ: Отрезанный ( m кг) кусок в 2 раза меньше целого ( а кг ) куска.

Задача 16.

 Масла 10 гривень за ведро смешали с маслом 6 гривень за ведро. Какие части этих масс надо взять, чтобы получить масло 7 гривень за ведро.
                                             10 г                                    1


                7 г

                                             6 г                                       3

  Значит, 1 часть   10 гривенного;

               3 части    6 гривенного.

  Задача 17.

  Имеется серебро 12 –й, 11 –й и 5 – й пробы. Сколько какого серебра надо взять для получения 1 кг серебра 9 –й пробы?

 Решение.

  Необходимо метод, изложенный выше, применить два раза: первый раз, взяв серебро с наименьшей и наибольшей пробой, а во второй раз – с наименьшей и средней пробой.

Получим следующую схему:

                                                 5                                    3                       3 + 2 = 5 


+ 4
                     9

                                             12                                       4                               + 4
                                               5                                    2
____

                     9
  13
11 4

При этом найдены доли, в которых нужно сплавлять серебро наибольшей и средней пробы ( 4 и 4). Сложив затем доли серебра наименьшей пробы, найденные в первый и во второй раз ( 3 + 2 = 5), получим долю серебра наименьшей пробы в общем сплаве.

Таким образом, надо взять 5/13 кг серебра 5 – й пробы , 4/13 кг серебра 12 – й пробы и 4/13 кг серебра 11 – й пробы.
Ясно, что задачи на смешивание трех веществ могут иметь не единственное решение. Действительно, в задаче 17 серебро 9 пробы можно получить , сплавляя серебро 5 – й и 12 – й пробы в отношении 3 : 4 ( 1 сплав ) или серебро 5 – й и 11 – й пробы в отношении 2 :4 (2 сплав). Соединяя 1 и 2 сплавы в любой пропорции, мы будем получать  различные сплавы серебра 9 – й пробы.

Полученные в задаче 17 числа являются одним из ответов. В самом деле, если возьмем 5/13 кг серебра 5 – й пробы и по 4/13 кг серебра 11 – й и 12 – й пробы, то получим 1 кг серебра 9 – й пробы:
   5/13 * 5 + 4/13 * 11 + 4/13 * 12 = 9.
  Таким способом можно решать задачи на смешивание ( сплавление ) любого числа веществ.

  Замечание.

 Предложенный способ позволяет легче запомнить последовательность действий при решении задач на смешивание и добиться автоматизма при выполнении самих действий. В условиях, когда приходится решать много подобных задач ( а купцы в старое время часто занимались их решением), этот способ экономит время.
 Задача 18.

  Имеется 240 г  70 % - ного раствора уксусной кислоты. Нужно получить 6 % раствор кислоты. Сколько граммов воды ( 0 % - ный раствор) нужно прибавить к имеющемуся раствору.
                                                               0 %                                       64


                               6 %


240 г                                                     70 %                                         6

1) 240 : 6 = 40 (г) – составляет 1 часть, а воды следует взять 64 части 

2) 64 *40 = 2560 (г) – воды надо взять.

Ответ: 2560 г воды. 



Способ сложного процента.

А0 – исходное значение                        р%

1 этап А1 = А0 + р/100%* А0 = А0(1 + р/100)

2 этап А2 = А1 + р/100 * А1 = А1(1 + р/100) = А0 (1 + р/100)²
N этап Аn = ( 1 + р/100)ⁿ - формула сложного процента.

Если А0 – увеличивается, то Аn = А0(1 + р/100)ⁿ


        А0 – уменьшается, то Аn = А0 ( 1 – р/100)ⁿ

1 этап исходная величина меняется на р1%

2 этап исходная величина меняется на р2%

N этап исходная величина меняется на рn%
Аⁿ = А0(1 + р¹/100)*(1 +р²/100)*(…..)*(1 + рⁿ/100) – обобщенная формула сложного процента.

Задача 1.На товар снизили цену сначала на 20%,затем ещё на 15%, при этом он стал стоить 23,8р.              Решение.

Пусть хр- первоначальная цена товара.

1 этап. х снизили на 20% т.е р¹ = 20%

2 этап      снизили на 15% т.е р² = 15%

А2 = 23,8р

А2 = А0(1 - р¹/100)*(1 - р²/100)

23,8 = х(1 – 20/100)*(1 – 15/100)

23,8 = х * 0,8 * 0,85
Х = 23,8/0,8 * 0,85 = 23,8/0,68 = 35

35р – первоначальная цена товара.          Ответ: 35р

Задача 2. 

Цена товара была понижена на 20%, на сколько % её нужно повысить, чтобы получить исходную цену.

Решение

Пусть А0=Х(р) – первоначальная цена товара.

1 этап р¹ = 20% понизили

2 этап р² = q% повысили

А2 = А0 (1 - р¹/100)*(1 + q/100)

А0 = Х,А2 = Х

Х = Х(1 – 20/100)*(1 + q/100)

(1 – 20/100)*(1 + q/100) = 1.

4/5* (1 + q/100)  = 1

1 + q/100 = 5/4

q/100 = ¼

q = 100/4 = 25


На 25% нужно повысить, чтобы получить исходную цену.
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