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В статье  описывается некоторые методические особенности    изучения тем: «Расстояния в пространстве», «Расстояния в многогранниках в задачах».
С геометрическими понятиями  «длина отрезка»,  «расстояние между двумя точками» учащиеся  знакомятся на уроках математики еще в начальной школе.  Далее,  на уроках геометрии  в среднем звене, они учатся находить длины сторон   многоугольников  в  планиметрических задачах.  При решении стереометрических задач  нужно сначала  уметь «увидеть», а потом и вычислять различные расстояния. Поэтому нахождение расстояний в пространстве является той важнейшей частью стереометрии, на которой основываются все её метрические вопросы.
1. Расстояние от точки до прямой
Определение. 
Расстоянием от данной точки М до данной прямой а, не проходящей через точку М, является длина перпендикуляра, опущенного из точки М на прямую а [3, С. 89 ]
На примере следующей  задачи можно провести устную работу с учащимися:

Задача 1. Дан единичный куб [image: image2.png]ABCDA, B, C,D.,




  Найти расстояние между точкой и прямой, где О и О1 – точки  пересечения диагоналей оснований 

Решение задачи удобно представить в  табличном виде  (Табл.1).

Таблица 1

	Точка и прямая
	Искомый отрезок
	Расстояние между точкой и прямой

	В и AD
	AB
	1

	B и B1C1
	BB1
	1

	B и AC
	BO
	[image: image3.png]




	B и A1C1
	BO1
	[image: image4.png]




	A1 и BD
	A1O
	[image: image5.png]




	D и B1C1
	DC1
	[image: image6.png]




	D и A1B1
	DA1
	[image: image7.png]




	D и B1D1
	DD1
	1


Задача 2.  Дан единичный куб [image: image9.png]ABCDA, B, C,D.,




 Найти расстояние:  а) от точки А до прямой [image: image11.png]


 б) от точки В до прямой [image: image13.png]A, C



;  в) от точки   [image: image15.png]A, zi0 nipsiMoii BD, .




[image: image85.png]


Решение. а) Отметим точку [image: image17.png]K = DC, n CD, (puc.1)



, рассмотрим  треугольник [image: image19.png]ACD,,0H paBHOCTOPOHHHIA,



т.к. стороны являются диагоналями граней куба. Расстоянием от точки А до прямой [image: image21.png]


 является высота АК равностороннего треугольника  ACD1, проведенная из вершины A, она так же является медианой треугольника,  АК = [image: image23.png]


 =[image: image25.png]


.
б)  [image: image27.png]p(B;A4,0)



=[image: image29.png]


где М=[image: image31.png]0C, n CA,



. Треугольник СВА1 – прямоугольный с прямым углом СВА1, т.к. А1С является диаметром описанной около куба сферы. ВМ – высота  прямоугольного треугольника, выходящая из прямого угла,        ВМ = = [image: image33.png]BC-A1B
aic




 = [image: image35.png]


 = [image: image37.png]


.
в)  [image: image39.png]p(A;; D, B)



=А1Н = [image: image41.png]


,  А1Н перпендикуляр к ВD1.  Треугольник D1A1B - прямоугольный, дальше рассуждаем аналогично пункту б).
Постепенно усложняя задачи,  куб можно заменить правильным тетраэдром, а затем и правильной шестиугольной призмой.
2. Расстояние от точки до плоскости
Для нахождения расстояния от точки М, не лежащей в плоскости [image: image43.png]


 до прямой а, лежащей в этой плоскости, проводят перпендикуляр МР из точки М на плоскость [image: image45.png]


 [image: image47.png]P€a); IMP|

=p(M; a).




Если прямая  а параллельна плоскости  [image: image49.png]


, то расстояние  между ними равно расстоянию от  любой точки прямой  а  до плоскости  [image: image51.png]



[image: image86.png]


При объяснении этой темы важно напомнить учащимся о признаке перпендикулярности прямой и плоскости: Если прямая перпендикулярна каждой из двух пересекающихся прямых, лежащих в плоскости, то она перпендикулярна этой плоскости.

Задача 3. [1, № 5.017] Дан куб [image: image53.png]ABCDA,B,C,D,



, ребро которого равно 12. Найдите расстояние от точки А1 до плоскости [image: image55.png]



Решение. Плоскость  ВС1D (рис.2) представляет собой равносторонний треугольник,  сторонами  которого являются диагонали граней куба. Значит нам надо  найти длину перпендикуляра из точки А1  до  плоскости этого треугольника.  Обозначим точку К= А1С[image: image57.png]


С1О, где  О – точка пересечения диагоналей основания куба.  АС является  ортогональной  проекцией диагонали куба А1С на плоскость (АВС), ВС1 является  ортогональной  проекцией  диагонали куба А1С на плоскость  (ВСС1), значит по теореме о 3-х перпендикулярах   А1С перпендикулярна ВD  и А1С перпендикулярна  ВС1. Если прямая перпендикулярна каждой из двух пересекающихся прямых, лежащих в  плоскости, то она перпендикулярна этой плоскости. Следовательно,   прямая А1С  перпендикулярна плоскости [image: image59.png]BC,D



, а значит и является искомым перпендикуляром. Так как точка К принадлежит прямой А1С и плоскости [image: image61.png]BC,D



 , то А1К – искомое расстояние.    А1К=А1С – СК.  
Из прямоугольного треугольника С1СО высота  СК = [image: image63.png]Cc1i-co
oc1




 = 4[image: image65.png]


      А1К = 12[image: image67.png]


4[image: image69.png]


  = 8[image: image71.png]


.  Ответ. 8[image: image73.png]


.
Усложняя  задачу, учащимся предлагается  найти расстояния от вершин: В, D, С1 до прямой А1С.
Мы уже доказали, что А1С перпендикулярна плоскости ВС1D,                ВК ϲ (ВС1D)=> СА1 перпендикулярна ВК, значит ВК = [image: image75.png]p(B;A; Q)



, аналогично DK =   [image: image77.png]p(D; A, C)



, СК перпендикулярна плоскости ВС1D,  в кубе все ребра равны, то СВ=СD=СС1 –они являются наклонными => КВ=КD=КС1, как проекции равных наклонных. Треугольник ВDС1 – правильный, К- центроид треугольника  ВDС1, поэтому достаточно найти одно какое-нибудь расстояние, например ВК= [image: image79.png]BC -A1B
aic




 =4[image: image81.png]


 (как высота прямоугольного треугольника, выходящая из прямого угла) и сделать вывод.

Решая задачи на расстояния, можно получить интересные и важные свойства куба:  

Диагональ куба перпендикулярна плоскости правильного треугольника, вершинами которого являются концы трех ребер, имеющих с данной диагональю общую вершину.

Диагональ проходит через центроид этого треугольника и делится в отношении 1:2, считая от общей вершины. 
Расстояние от данной точки А до плоскости α при решении задач можно определить без построения соответствующего перпендикуляра из точки А на плоскость α. Например, удобно пользоваться следующим методом пропорции: если прямая АВ пересекает плоскость α в точке О и известно расстояние [image: image83.png]p(B;a)



 от точки В до этой плоскости, то 
[image: image84.png]pA;a) 04 0A
o(Bic) OB =>p(4a) = 0B -p(B; a)





Этот метод пропорций можно проследить в предыдущей задаче (рис.2):  прямая АС пересекает плоскость ВС1D  в точке О, АО=ОС, значит расстояния от точки А и от точки С до плоскости ВС1D  будут одинаковы, это можно проверить, если их вычислить.

В процессе решения  задач на вычисление расстояний,   авторы учебника предлагают различные  многогранники (куб, правильный тетраэдр, правильная шестиугольная призма), что способствует развитию   навыка «видеть» и вычислять различные  расстояния,  при этом учащиеся не только узнают новое, но и  закрепляют ранее полученные знания.
«Движение» от простого к сложному так же прослеживается  на видах многогранников. Эффективное изучение темы возможно лишь при решении большого числа задач различной сложности, которые имеются   в задачниках  Е.В. Потоскуева, Л.И. Звавича. 
Личный  опыт   преподавания  геометрии в 10-11 классах с углубленным изучением математики  по учебникам Е.В. Потоскуева, Л.И. Звавича свидетельствует о том, что  последовательность в изложении теоретического материала,  многообразие разноуровневых задач, графические работы, подбор  задач по принципу «от простого к сложному», -  способствуют  развитию  у учащихся логического и пространственного  мышления. 
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