Методы решения иррациональных уравнений
I. Метод перехода.
1) Возведение обеих частей уравнений в одну и ту же степень.
1 уровень: Решить уравнение : 
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Решение. Возведем обе части уравнения в квадрат:                     
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по теореме Виета: 
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Выполним проверку:

х = 3       
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                 1 ≠ -1 — неверное равенство => х = 3 — не является корнем данного уравнения.

Ответ: 6.
2 уровень: Решить уравнение : 
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Решение. Возведем обе части уравнения в квадрат:                     
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Домножим обе части уравнения на х:

[image: image10.emf]20 + х+ 2

√

( 20+ х ) ( 20 − х )+ 20− х =6 x



[image: image11.emf]40 +2

√

( 20 + х) ( 20− х) =6 x



[image: image12.emf]√

( 20+ х) ( 20− х)=3 x− 20


Еще раз возведем обе части уравнения в квадрат:
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Выполним проверку, х = 12 — является корнем данного уравнения.

Ответ: 12.
2) Использование формулы 
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1 уровень: Решить уравнение : 
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Решение. Преобразуем правую часть уравнения, получим:                     
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Это уравнение имеет решение лишь при условии 1 — 4х ≥ 0

                                                                                      х ≤ 
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Тогда |2х — 1| = 1 — 2х 
Значит,
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Возведем обе части уравнения в квадрат:
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Выполним проверку, подставив полученные корни в исходное уравнение:

х = -2        
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                   5 = 5 => х = -2 — является корнем уравнения.
х = 0        
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                   3 ≠ 1 => х = 0 — не является корнем уравнения.

Ответ: -2.
2 уровень: Решить уравнение : 
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Решение. Под знаком 1 корня стоит полный квадрат. Преобразуем данное уравнение:                     
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т. к. х — 1 ≥ 0 (х — 1 = сумме двух неотрицательных слагаемых), то:
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х = -2 — не является корнем уравнения.

х = 2,6 — является корнем уравнения,т. к. удовлетворяет условию х — 1 ≥ 0

                                                                                                                  х ≥ 1.

Ответ: 2,6.
3) Домножение на сопряженное выражение.
Решить уравнение: 
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Решение: ОДЗ: х ≥ 
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Умножим и разделим почленно левую часть уравнения на выражения, сопряженные знаменателям:
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Приведем подобные члены в левой части уравнения: 
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Возведем в квадрат обе части уравнения:
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Полученное уравнение равносильно системе:
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Ответ: 2.
II. Метод замены переменной.
1) Явная замена.
1 уровень: Решить уравнение : 
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Решение:
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Пусть 
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Исходное уравнение примет вид:
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t = -4 – не удовлетворяет условию t ≥ 0.
Значит, t = 3: 
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По теореме Виета:
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Ответ: -1; 4.
2 уровень: Решить уравнение : 
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Решение. Возведем обе части уравнения в третью степень (равносильное преобразование):
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Введем подстановку:
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Тогда х — 1 = t2
Уравнение примет вид:
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Ответ: 1; 2; 10.
2) Переход к системе.
1 уровень: Решить уравнение : 
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Решение:
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Составим систему, равносильную данному уравнению, и решим ее:
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Ответ: -3; 0.
2 уровень: Решить уравнение : 
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Решение:
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Пусть 
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a3 = x – 2; b3 = x + 7; b3 – a3 = 9.
Исходное уравнение в новых переменных принимает вид:
a2 + b2 = 3 – ab.
Составим систему:
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Ответ: -6; 1.
3) Сведение к однородному уравнению.
Уравнение, все члены которого имеют одну и ту же степень, называются однородными.

Решить уравнение: 
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Решение: 
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Учтем, что 3х + 2 ≥ 0

                    х ≥ - 
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Пусть 
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Пусть 
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Д = 25 — 16 = 9
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Ответ:
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4) Выделение полного квадрата.
1 уровень: Решить уравнение : 
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Решение: Выделим полный квадрат в подкоренном выражении, правую часть уравнения разложим на множители:
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Ответ: - 6; 7.
2 уровень: Решить уравнение : 
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Решение: 
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т. к. 
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Пусть 
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Тогда х — 1 = t2 => x = t2 + 1.
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Ответ: 1.
5). Тригонометрическая подстановка.
Решите уравнение:
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Решение: ОДЗ: |x| ≤ 1.
Пусть х = sin t, где |t| ≤ 
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Т. к. 1 — 2sin2t = cos2t, то 
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Вне зависимости от знака подмодульного выражения решением уравнения будет любое t, для которого 
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Т. к. |t| ≤ 
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Пусть t € [-
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Получаем: cos (
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т. к. на данном промежутке левая часть уравнения положительна, то последнее уравнение корней не имеет.

Пусть t € (-
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2

], тогда |sin (
[image: image159.emf]П

4

 + t)| = sin (
[image: image160.emf]П

4

 + t).
Получаем: cos (
[image: image161.emf]П

4

+t) = 
[image: image162.emf]1

2

 <=> t = 
[image: image163.emf]П
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.
Получили:

[image: image164.emf][
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[image: image167.emf][
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Ответ: 
[image: image168.emf]−
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III. Метод разложения на множители.
1 уровень  Решите уравнение:

[image: image169.emf]( х+5 )

√

x

2

−6 х+5 =2 х +10


Решение:

ОДЗ: х2 — 6х + 5 ≥ 0. х € (-∞; 1] U [5; +∞).

[image: image170.emf]( х+5 )
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x

2

−6 х+5 =2 ( х+5 )



[image: image171.emf]( х+5 ) (

√

x

2

−6 х+5− 2 )=0



[image: image172.emf][

x +5=0

√ x

2

+ 6 x+5− 2= 0

;  
[image: image173.emf][

x +5=0

x

2

+6 x+5 =4

; 

x2 – 6x + 1 = 0
Д1 = 9 — 1 = 8

х = 3 ± 2
[image: image174.emf]√
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[image: image175.emf][
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Ответ: - 5; 3 ± 2
[image: image176.emf]√

2

.
2 уровень  Решите уравнение:

[image: image177.emf]2 −3х + х

2

=2 ( x−1) √ x


Решение:

ОДЗ: х ≥ 0.

Разложим левую часть уравнения на множители:

[image: image178.emf]( х− 2 ) ( х−1 )= 2 ( x−1 )

√

x



[image: image179.emf]( х−1 ) ( х −2 −2

√

x) =0



[image: image180.emf][

x −1=0

х −2
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[image: image181.emf]х− 2

√
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Пусть 
[image: image182.emf]√

х

 = t, t ≥ 0

t2 – 2t – 2 = 0
Д1 = 1 + 2 = 3

[image: image183.emf]{
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[image: image184.emf]√
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 = 
[image: image185.emf]( 1+
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 = 
[image: image186.emf]4 +2

√
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Ответ: 1; 
[image: image187.emf]4 +2

√
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IV. Функциональный метод 
Решить уравнение: 
[image: image188.emf]х

2

− x+2 =√ x+7 −√ x−1


Решение: Правая часть данного уравнения — функция, убывающая на своей области определения:

[image: image189.emf]{

х+ 7≥0

х−1 ≥0

 ;  
[image: image190.emf]{

х≥− 7

х≥1

 ;   х ≥ 1:

[image: image191.emf]√

x+7 −
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x−1

 = 
[image: image192.emf]( x +7) − ( x−1)

√

x+7 +

√

x−1

 = 
[image: image193.emf]8

√

x+7+

√
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Дробь, у которой числитель постоянен, а знаменатель возрастающая функция, является убывающей.

При х ≥ 1 квадратный трехчлен, стоящий в левой части уравнения, является возрастающей функцией, т. к. вершина параболы имеет абсциссу хb = 0,5, ветви параболы направлены вверх. Итак, левая часть уравнения — возрастающая функция, правая часть уравнения — убывающая функция => данное уравнение имеет 1 корень. При х = 2 равенство выполняется (в уравнении функции разной степени монотонности => 1 корень).

Ответ: 2.
V. Специальный метод решения иррациональных уравнений — метод оценки.
Решите уравнение:

[image: image194.emf]√

x

3

−2 х

2

−4 x+8= − x

3

+ 2 х

2

+ 4 x−8


Решение:

ОДЗ:
[image: image195.emf]{

x

3

− 2 x

2

− 4 x+8 ≥0

− x

3

+2 x

2

+4 x−8≥0

 ; 
[image: image196.emf]{

x

3

− 2 x

2

− 4 x+8 ≥0

x

3

− 2 x

2

− 4 x+8 ≤0


т. е. х3 — 2х2 — 4х + 8 = 0

       х2 (х - 2) — 4(х - 2) = 0

       (х2 - 4)(х - 2) = 0

[image: image197.emf][

x =2

х = −2


Ответ: - 2; 2.
Задание С5:
1) Найти все значения параметра а, при которых уравнение 
[image: image198.emf]√

( х+а )

 = х имеет решение, принадлежащее промежутку [0; 1].
Решение: Уравнение равносильно системе:

[image: image199.emf]{

х≥ 0

x+ a = x

2


Требуется установить, при каких а хотя бы один корень квадратного уравнения 

Изобразим случаи расположения параболы, удовлетворяющие условию задачи:
[image: image1.emf]√

х− 2= х −4

 

  Вершина параболы имеет координаты: (
[image: image200.emf]1

2

; 
[image: image201.emf]− (

1

4

)−а


Условие задачи равносильно системе:

[image: image202.emf]{

Д =1+ 4 а ≥ 0,

у ( 0 )= −а ≥ 0

 <=> 
[image: image203.emf]{

a ≥− (

1

4

)

a ≤ 0

 <=> - 
[image: image204.emf]1

4

 ≤ a ≤ 0
Ответ: - 
[image: image205.emf]1

4

 ≤ a ≤ 0.
Вопросы: 1) Почему можно не учитывать условие у(1) ≥ 0?

                  2) Можно ли при решении задачи заменить условие  у(0) ≥ 0 на условие  у(1) ≥ 0?
2) Найти все значения параметра а, при которых уравнение 
[image: image206.emf]√ 6 х− x

2

= x+ a

  имеет хотя бы одно решение.
Решение: Уравнение равносильно системе:

[image: image207.emf]{

х+ а ≥0
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2

= x

2

+2 x a +a

2

 <=> 
[image: image208.emf]{

х≥−a

2 х

2

+ ( 2 a −6 ) x+a

2

=0


Изобразим случаи расположения параболы, удовлетворяющие условию задачи:
               1 случай                                                                  2 случай
[image: image223.png]


 

Пользуясь теоремой:

Пусть х1 и х2 — вещественные корни уравнения

           х2 + рх + q = 0 и λ — число.

Для того, чтобы
I.
[image: image209.emf]{

х1< λ

х2< λ

          необходимо и достаточно             
[image: image210.emf]{

2 λ + р> 0

λ

2

+ p λ+ q >0


II. 
[image: image211.emf]{

х1> λ

х2> λ

       необходимо и достаточно              
[image: image212.emf]{

2 λ + р< 0

λ

2

+ p λ+ q >0

  
III. 
[image: image213.emf]х1< λ < х2

           необходимо и достаточно      
[image: image214.emf]λ

2

+ p λ+ q <0

          
Запишем аналитические условия, отвечающие 1 случаю и 2 случаю.                                    

[image: image215.emf][
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 <=>    
[image: image216.emf]соответствует 1 случаю



 EMBED opendocument.MathDocument.1 [image: image217.emf]соответствует 2 случаю


<=>
[image: image218.emf][
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0 ≤a ≤ −3+

√

18

−6≤ a ≤0


Ответ: 
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