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Задачи С4 из вариантов ЕГЭ 2010 и 

тренировочных работ для подготовки к 
ЕГЭ 2010 и 2011 имеют характерную 
особенность. В отличие от практики еди-
ного экзамена прошлых лет и подавляю-
щего большинства задач школьного 
учебника эти задачи содержат в условии 
некоторую неопределенность, которая 
позволяет трактовать условие неодно-
значно. В результате удается построить 
несколько чертежей, удовлетворяющих 
условию задачи. Поэтому подобные зада-
чи называют многовариантными. Пере-
бор вариантов является частью решения 
задач такого типа. Отметим, что перебор 
может сократиться за счет дополнитель-
ной информации, указанной в условии 
задачи. 

1. Взаимное расположение  
линейных фигур 

Геометрической фигурой называют 
любую совокупность точек, линий, по-
верхностей. Линейной будем считать фи-
гуру, представляющую собой точку, от-
резок, луч, прямую. При решении задач 
условие может трактоваться неоднознач-
но, если для рассматриваемых фигур не 
указано их взаимное расположение.  

взаимное расположение  
различных точек на прямой  

Пример 1. На прямой взяты точки A , 
B  и C  так, что расстояние между 
точками A  и B  равно 5, а между B  и C  
равно 3. Найдите расстояние между 
точками A  и C .  

Решение. Неоднозначность в данной 
задаче состоит в том, что на прямой не 
указано взаимное расположение точек A , 
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B  и C  относительно друг друга. Можно 
записать шесть различных вариантов  
расположение этих точек: CBA ,,  или 

ABC ,, ; BCA ,,  или ACB ,, ; BAC ,,  
или CAB ,, . 

Если точка B  лежит между A  и C  
(см. рис. 1а), то 835  BCABAC  
или 853  BACBCA , т.е. рас-
стояние между точками A  и C  равно 8. 

Если точка C  лежит между A  и B  
(см. рис. 1б), то CBACAB   и тогда 

235 AC  или CABCBA   и тогда 
235 CA , т.е. расстояние между 

точками A  и C  равно 2. 
Случай, когда точка A  лежит между 

C  и B  (см. рис. 1в), невозможен, так как 
тогда по условию ABCB  . 

Ответ: 8 или 2. 
В следующем примере наличие допол-

нительной информации о расположении 
точек на прямой (левее, правее, деление 
отрезка в заданном отношении) сокраща-
ет перебор случаев. 

Пример 2. На прямой взяты точки A , 
B  и C  так, что точка B  расположена 
правее точки A  и 3: BCAB . Найдите 
отношение ABAC : .  

Решение. Рассмотрим три случая.  
1. Если точка C  расположена правее 

точки B , то BCAB 3 ,  BCABAC  

BC4  и 
3
4

3
4


BC
BC

AB
AC . 

2. Если точка C  лежит между точками 
A  и B , то BCAB 3 ,  CBABAC  

BC2  и тогда 
3
2

3
2


BC
BC

AB
AC . 

3. Случай, когда точка C  расположена 
левее точки A , невозможен, так как тогда 
должно выполняться равенство 

ABCACB  , но CBAB  . 

Ответ: 
3
4  или 

3
2 . 

Как правило, в экзаменационных зада-
чах точки и отрезки «привязаны» к более 
сложной конфигурации и от их располо-
жения зависит перебор вариантов для 
чертежа. 

Пример 3. Дан параллелограмм ABCD. 
Точка М лежит на диагонали BD и делит 
ее в отношении 2:1 . Найдите площадь 
параллелограмма ABCD, если площадь 
четырехугольника ABCМ равна 60. 

Решение. Поскольку в условии задачи 
не указано относительно какого из кон-
цов отрезка BD  он делится точкой M  в 
отношении 2:1 , то необходимо рассмот-
реть два случая (см. рис. 2) расположения 
точки M  такие, что 2:1: MDBM  (см. 
рис. 2а) и 1:2: MDBM  (см. рис. 2б).  

Так как диагональ параллелограмма 
делит его на два равновеликих треуголь-

ника, то ABCDBCDABD SSS
2
1

 . 

1. Если 2:1: MDBM , то BDBM
3
1

  и 

ABCDABDABM SSS
6
1

3
1

  (треугольники 

АВМ и ABD имеют общую высоту). 
Аналогично  

ABCDBCDBCM SSS
6
1

3
1

 . 

Тогда  

ABCDBCMABMABCM SSSS
3
1

 . 

Отсюда 1806033  ABCMABCD SS . 
2. Если 1:2: MDBM , то, проводя 

аналогичные рассуждения, получим  

ABCDABCM SS
3
2

 . 

Отсюда 9060
2
3

2
3

 ABCMABCD SS . 

Ответ: 180 или 90. 

A CB A C B AC B

AC B ACB A CB  
 а б в 

Рис. 1 

A

CB

D

M

A

CB

D

M

 
 а б 

Рис. 2 



Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Планиметрические задачи с неоднозначностью в условии (многовариантные задачи) 

05.01.2011. 
www.alexlarin.narod.ru 

3 

Пример 4. На стороне BC  паралле-
лограмма ABCD  выбрана точка E , де-
лящая эту сторону прямой в отношении 

3:2 . Отрезок DE  пересекает диагональ 
AC  в точке F . Какую часть площади 
параллелограмма ABCD  составляет 
площадь треугольника AFD ? 

Решение. Поскольку в условии задачи 
не указано относительно какого из кон-
цов отрезка BC  он делится точкой E  в 
отношении 3:2 , то возможны два случая 
(на рис. 3 точки E  и 1E  такие, что 

3:2: ECBE  и 3:2: 11 BECE ). 

1. Если 3:2: ECBE , то ECBE
3
2

  

и ECECECBC
3
5

3
2

 . Треугольники 

ECF  и AFD  подобны по трем углам и 

3
5


EC
BC

EC
AD

CF
AF . Тогда AFFC

5
3

  и 

AFAC
5
8

 . 

Диагональ параллелограмма делит его 
на два равновеликих треугольника, тогда 

ABCDACD SS
2
1

 .  

Треугольники AFD  и ACD  имеют 
общую вершину D  и их основания лежат 
на одно прямой. Следовательно, их пло-
щади относятся как основания, т.е. 

8
5


AC
AF

S
S

ACD

AFD . Отсюда  

ABCDABCDACDAFD SSSS
16
5

2
1

8
5

8
5

 . 

2. В случае 3:2: 11 BECE , решая 
аналогичным образом, получим  

ABCDDAF SS
14
5

1
 . 

Ответ: 
14
5  или 

16
5 . 

Пример 5. (ЕГЭ, 2010). В треугольни-
ке ABC  12AB , 5BC , 10CA . Точка 
D  лежит на прямой BC  так, что 

9:4: DCBD . Окружности, вписанные 
в каждый из треугольников ADC  и 
ADB , касаются стороны AD  в точках 
E  и F . Найдите длину отрезка EF .  

 В треугольнике со сторонами cba ,,  
расстояние от вершины А до точек 
касания вписанной окружности сто-
рон, содержащих эту вершину, равно  

2
acb  . 

Решение. Пусть dAD  , xBD  , 
yDC  . Тогда для окружности вписан-

ной в треугольник ADC  имеем 

2
10


ydDE , 

а окружности вписанной в треугольник 
ADB   

2
12


xdDF . 

Поскольку в условии сказано, что точ-
ка D  лежит на прямой BC , то существу-
ет два ее положения, при которых будет 
выполняться условие 9:4: DCBD . 
Соответственно, существует два рисунка, 
удовлетворяющих условию задачи. 

1. Пусть точка D  лежит на отрезке BC  

(рис. 4а). Тогда 
13
20

x , 
13
45

y . Значит,  

 || DFDEEF  

26
51

2
12

2
10








xdyd

. 

A

CB E

D

F

E1

F1

 
Рис. 3 

CB

E

A

D
F

CB

E

A

D

F

 
 а б 

Рис. 4 
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2. Пусть точка D  лежит вне отрезка 
BC  (рис. 4б). Тогда 4x ,  BCxy  

9 . Значит,  

2
7||  DFDEEF . 

Случай расположения точки D  правее 
точки С невозможен. 

Замечание. Так как в решении не ис-
следовано расположение точек Е и F на 
отрезке AD, то при вычислении длины 
отрезка EF использован знак модуля. 

Ответ: 
2
7  и 

26
51 . 

взаимное расположение точки и 
отрезка, лежащих на одной прямой 

Пример 6. В прямоугольнике ABCD 
2AB , .3BC  Точка Е на прямой АВ 

выбрана так, что DECAED  . Най-
дите АЕ.  

Решение. По свойст-
ву параллельных пря-
мых EDCAED  . 
Следовательно, тре-
угольник DEC равно-
бедренный, и EC  

.2 CD  Получим 
прямоугольный тре-
угольник ВЕС с гипоте-
нузой 2EC  и катетом 

.3BC  По теореме 
Пифагора .1BE  

Ключевым моментом этой задачи яв-
ляется расположение точки на прямой 
относительно двух данных на ней точек. 

1. Если точка Е лежит между А и В 
(точка 1E  на рис. 5), то .1AE  

2. Если точка В лежит между А и Е 
(точка 2E  на рис. 5), то .3AE  

3. Положение точки А между В и Е не-
возможно, так как в этом случае 

DECAED   (сделайте рисунок), т.е. 
не выполняется условие задачи. 

Ответ: 1 или 3. 

Пример 7. Через середину стороны 
AB квадрата ABCD проведена прямая, 
пересекающая прямые CD и AD в точках 
М и Т соответственно и образующая с 
прямой АВ угол  , .3tg   Найдите 
площадь треугольника ВМТ, если сторо-
на квадрата ABCD равна 4.  

Решение. Возможно несколько вари-
антов рисунков, удовлетворяющих усло-
вию задачи. 

1. Прямая, проходящая через середину 
Е стороны АВ, пересекает отрезок CD и 
продолжение отрезка AD за точку D (см. 
рис. 6а). 

 BMEBTEBMT SSS  

 ADBEATBE
2
1

2
1  

 )tg(
2
1 ADAEBE  

.2)432(2
2
1

  

2. Прямая, проходящая через середину 
Е стороны АВ, пересекает отрезок CD и 
продолжение отрезка AD за точку А (см. 
рис. 6б). 

 BMEBTEBMT SSS  

 ADBEATBE
2
1

2
1

 )tg(
2
1 ADAEBE

10)432(2
2
1

 . 

A

CB

E1

D

E2

 

Рис. 5 

A

CB

E

D T
M

 
а 

A

CB

E

DT

M

 
б 

Рис. 6 
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Случаи, перечисленные ниже, невоз-
можны (почему?). 

3. Прямая, проходящая через середину 
Е стороны АВ, пересекает продолжение 
отрезка CD за точку D и отрезок AD. 

4. Прямая, проходящая через середину 
Е стороны АВ, пересекает продолжение 
отрезка CD за точку С и отрезок ВС. 

Ответ: 2 или 10. 

взаимное расположение 
прямой и точки вне прямой 

Рассмотрим расположение прямой и 
точки, которая является центром окруж-
ности или точкой пересечения прямых.  

Пример 8. Дан параллелограмм ABCD. 
Биссектрисы его углов А и D делят сто-
рону BC на три равные части. Вычисли-
те стороны параллелограмма, если его 
периметр равен 40. 

Решение. Обозначим точку пересече-
ния биссектрис через М, а точки пересе-
чения биссектрис АМ и DM со стороной 
BC через N и K соответственно. В зави-
симости от расположения точки М отно-
сительно прямой (отрезка) CD возможны 
два варианта для чертежа. 

1. Пусть точка M  расположена вне 
параллелограмма. Так как биссектриса 
АМ отсекает от параллелограмма равно-
бедренный треугольник ABN (см. рис. 
7а)), то  

xKCNKBNAB  . 

Периметр параллелограмма равен 40, 
поэтому из уравнения  

40)3(2  xx  

находим 5x . Значит, 5AB , 15BC . 
2. Если точка M  расположена внутри 

параллелограмма (см. рис. 7б)), то  

xNC   и xBNAB 2 . 

Из уравнения  

40)32(2  xx  

находим 4x . Значит, 8AB  и 
1248 BC . 

Ответ: 5; 15 или 8; 12. 
Пример 9. Прямая отсекает от сто-

рон прямого угла отрезки 3 и 4. Найдите 
радиус окружности, касающейся этой 
прямой и сторон угла. 

Решение. Возможны два случая рас-
положения центра указанной окружности 
относительно прямой (отрезка) АВ (см. 
рис. 8). Отсюда получаем два вида ок-
ружностей для треугольника АВС: впи-
санная и вневписанная. 

1. Окружность вписана в треугольник. 
1-й способ. Пусть r  – радиус вписан-

ной окружности. Так как FOGC – квадрат 
и отрезки касательных, проведенных из 
одной точки к окружности, равны, то 

,rbAEAG   .raBEBF   

Тогда  

.rarbBEAEABc   

Отсюда  

.1
2

543
2








cbar  

2-й способ. Выразим площадь прямо-
угольного треугольника двумя способа-
ми: 

6
2
1

 ACBCSABC , prS ABC  , где 

6
2





BABCCAp . 

A

r

R O1

N
K
B

C M

R

O
G

F
E

 
Рис. 8 

A

CB K

D

N
M

A

CB K

D

N

M

 
 а б 

Рис. 7 
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Тогда из равенства площадей получаем  

.1
6
6


p
Sr ABC  

2. Окружность является вневписанной 
для треугольника АВС (см. рис. 8). Пусть 
R  радиус вневписанной окружности. 

BNBK   и AMNA  , как отрезки каса-
тельных к окружности, проведенные из 
одной точки. Учитывая, что MCKO1  – 
квадрат, получим  

 CMKCR2
ABCPACANBNBC  . 

Отсюда 6
2

543



 ABCpR . 

Ответ: 1 или 6. 
Пример 10. Дана трапеция ABCD, ос-

нования которой 44BC , 100AD , 
35 CDAB . Окружность, касающая-

ся прямых AD  и AC , касается стороны 
CD  в точке K . Найдите длину отрезка 
CK . 

● Проекция боковой стороны равно-
бедренной трапеции на большее осно-
вание равна полуразности оснований, 
а проекция диагонали – полусумме ос-
нований (средней линии). 
● Пусть окружность вписана в тре-
угольник ABC. Тогда расстояние от 
вершины A до точки касания окруж-
ности со стороной AB равно  

2
acbapx 

  

● Пусть окружность касается сто-
роны BC треугольника ABC и продол-
жений сторон AB и AC. Тогда рас-
стояние от вершины A до точки каса-
ния окружности с прямой AB равно 
полупериметру треугольника  ABC.  
Решение. Опустим из вершин B  и C  

трапеции на сторону AD  перпендикуля-
ры BE  и CF  соответственно (см. рис. 9). 
Тогда  

,28
2

44100



AE  

.72
2

44100



AF  

Из теоремы Пифагора для прямо-
угольных треугольников ABE  и ACF  
находим BE  и AC : 

,212835 2222  AEABBE  

.752172 2222  CFAFAC  

Возможны два случая расположения 
окружности, заданной в условии. 

1. Окружность вписана в треугольник 
ACD  (см. рис. 9а). Получаем  

.5
2

1003575
2








ADCDACCK  

2. Случай, в котором окружность явля-
ется вневписанной для треугольника 
ACD  (см. рис. 9б), рассмотрите само-
стоятельно.  

Ответ: 5 или 30. 
Пример 11. Дан параллелограмм 

ABCD , ,2AB  3BC , .60A  Ок-
ружность с центром в точке О касается 
биссектрисы угла D и двух сторон парал-
лелограмма, исходящих из вершины одно-
го его острого угла. Найдите площадь 
четырехугольника ABOD. 

 Биссектриса угла параллелограмма 
отсекает от него равнобедренный 
треугольник. 
Решение. Возможны два случая рас-

положения окружности, указанной в ус-
ловии задачи, относительно биссектрисы 
угла D . 

1. Окружность касается сторон угла в с 
вершиной в точке А и является вписанной 
в треугольник AFD  (см. рис. 10а). Тре-
угольник AFD  – равнобедренный, а так 
как  60A , то этот треугольник явля-

CB

EA DF

K

 
а 

CB

EA DF
K

 
б 

Рис. 9 
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ется равносторонним со стороной 3. Ра-
диус вписанной в него окружности равен 

.
2
3

6
33

6
3


ADr  

В этом случае искомая площадь нахо-
дится следующим образом: 

 AODAOBABOD SSS  

4
35

2
1

2
1

 rADrAB . 

2. Окружность вписана в угол с вер-
шиной в точке С и является вписанной в 
треугольник ECD (см. рис. 10б). Тогда: 

6
313

 DOCBCOABCDABOD SSSS . 

Ответ: .
6

313,
4

35
 

взаимное расположение  
прямой и двух точек вне прямой 

Рассмотрим примеры, в которых две 
точки расположены по одну сторону от 
прямой или по разные. При этом точки 
обычно располагаются в одной или раз-
ных полуплоскостях, связанные некото-
рым условием (например, принадлежат 
одной окружности, лежат на одном пер-
пендикуляре и т.д.). 

Пример 12. Около треугольника ABC  
описана окружность с центром О. Най-
дите величину угла ACB , если угол ОСB 
равен 10°, а угол АОС равен 40°.  

Решение. Нарисуем окружность с цен-
тром в точке O  (см. рис. 11). Зафиксиру-
ем сторону BC . Проведем диаметр 1CC . 
Тогда дуга окружности 1BC , на которую 
опирается центральный угол 1BOC , рав-
на 20 .  

Рассмотрим радиус OC . В зависимо-
сти от расположения точек A  и В отно-
сительно прямой OC  можно построить 
два центральных угла COA  и 1COA  (см. 
рис. 11), равных .40  Тогда возникает 
два треугольника, удовлетворяющих ус-
ловиям задачи, ABC  и 1CBA .  

Угол ACB  треугольника ABC  опира-
ется на дугу AB , равную 120 . Значит 

 60ACB . 
Угол CBA1  треугольника 1CBA  опира-

ется на дугу BCA 11 , равную 160 . Значит 
 801CBA . 

Ответ: 60  или .80  
взаимное расположение  

точки и двух параллельных прямых 
Пример 13. Трапеция с основаниями 

14 и 40 вписана в окружность радиуса 
25. Найдите высоту трапеции. 

● Трапеция вписана в некоторую ок-
ружность тогда и только тогда, ко-
гда она является равнобедренной. 
● Радиус (диаметр), перпендикуляр-
ный хорде, делит хорду пополам. 
● Центр окружности, описанной 
около трапеции, лежит на пересече-
нии серединных перпендикуляров к 
сторонам трапеции. 

Решение. Трапеция вписана в окруж-
ность, поэтому она равнобедренная. 
Пусть 14BC  – хорда окружности ра-
диуса 25. Существует две хорды, парал-
лельные BC  и равные 40 (см. рис. 12).  
Соответственно, в окружность можно 
вписать две трапеции с основаниями 14 и 
40. Центр O на серединном перпендику-
ляре к BC . 

C
B

O

A

A1

C1
40o

20o
40o

 

Рис. 11 

CB
O

A D

F
CB

O

A D

F
E

 
 а б 

Рис. 10 
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1. В трапеции ABCD  центр O  окруж-
ности лежит внутри трапеции. В этом 
случае высота OFEOEF  . Из прямо-
угольного треугольника AOE , в котором 

25AO , 20
2


ADAE , получаем  

152025 2222  AEAOEO . 

Из прямоугольного треугольника 

BFO , в котором 25BO , 7
2


BCBF , 

получаем  

24725 2222  BFBOOF . 

Тогда  

39 OFEOEF . 

2. В трапеции 11BCDA  центр O  ок-
ружности лежит вне трапеции (см. рис. 
12). Действуя аналогичным образом, на-
ходим  

911  OEFOFE . 

Ответ: 39 или 9. 

2. Взаимное расположение 
прямолинейных фигур 
взаимное расположение 

треугольников 
Пример 14. Дан равнобедренный тре-

угольник АВС, 10 BCAB  и 12AC . 
Параллельно боковым сторонам тре-
угольника на одинаковом расстоянии от 
них проведены прямые. Найти это рас-
стояние, если площадь треугольника, об-
разованного этими прямыми и основани-
ем, лежащим на прямой АС, равна 12. 

Решение. Проведем прямую BD , где 
точка D  основание высоты данного 
треугольника. Проводя прямые, парал-
лельные сторонам ВС и ВА, убеждаемся, 
что они могут образовывать треугольник 
с основанием, лежащим на прямой AC , 
распложенный в верхней или нижней по-
луплоскости относительно AC . 

1. Рассмотрим случай, представленный 
на рис. 13а, когда прямые BCEF ||  и 

ABEG || .  

Тогда 6DC  и 8610 22 BD . 
Пусть xDF  , а yDE  , тогда исполь-
зуя подобие треугольников BDC и EDF, 
площадь треугольника GFE, составим 
систему уравнений  












12

68

xy
xy    








4
3

y
x

 

Отсюда следует, что коэффициент по-
добия равен  

2
3
6


DF
DC . 

CB

O
A

A1

D

D1

E

F
E1

 
Рис. 12 

A C

B

H

DG F

E

P

 
Рис. 13а 
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Проведем перпендикуляры DH и FP на 
прямую ВС. Так как высота DH в прямо-
угольном треугольнике BDC равна 

8,4
10

68






BC

DCBD , 

то 4,2
2
8,4
FP . 

2. Второй случай расположения пря-
мых EF  и EG  (см. рис. 13б), приводит к 
ответу 7,2 (получите самостоятельно). 

Другие варианты расположения пря-
мых не соответствуют условию задачи. 

Ответ: 2,4 или 7,2. 

взаимное расположение 
многоугольников 

Пример 15. Два ромба ABCD и AMHK, 
имеющие общую вершину А, расположе-
ны так, что стороны АВ и АМ образуют 
угол в 30 . Известно, что углы при вер-
шине А обоих ромбов равны 60 , площадь 
пересечения ромбов равна 35 , а пло-
щадь их объединения равна 323 . Найти 
площадь каждого из ромбов. 

Решение. Исследование условия зада-
чи показывает, что размещение ромбов 
зависит от положения точки Н на луче 
АВ. Обозначим стороны ромбов ABCD и 
AMHK через а и b соответственно. 

1. Пусть ABAH   (см. рис. 14а).  

Так как 
2

32aS ABCD   и 
2

32bS AMHK  , 

причем пересечение ромбов есть тре-
угольник АНК, а объединение ромбов со-

стоит из ромба ABCD и треугольника 
АМН, то получаем систему уравнений 














.35
4

3

323
4

3
2

3

2

22

b

ba

 

Отсюда имеем 52,6  ba .  
Из треугольника АНК, используя тео-

рему косинусов, находим 152AH . 
Что противоречит условию, так как 

ABAH  . 

2. Если ABAHAB 3 (см. рис. 14б), 
то пересечение ромбов есть четырех-
угольник АВЕК, объединение состоит из 
ромба ABCD и двух треугольников АМН 
и ВНЕ.  

Из треугольника АМН по теореме ко-
синусов находим 3bAH  , а 

abBH  3 .  
Так как  90BEH ,  60EBH , то  

8
3)3( 2abSBHE


 ,  

4
32bS AHK  ,  

BHEAHKABEK SSS  . 
 

A
C

B

H

D
GF

E

P

 
Рис. 13б 

A

CB

K

H
M

D  
Рис. 14а 

A

CB

K

H

M

D

E

 
Рис. 14б 
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Составляем систему уравнений: 




















.35
8

3)3(
4

3

323
8

3)3(
2

3
4

3

22

222

abb

abab

 

Получаем 










62

24

b

a
 или 











24

62

b

a
, что 

соответствует рассматриваемому случаю 
AHAB   (проверьте!). При этом площа-

ди ромбов принимают одно из значений 
312  или 316 . 

3. Пусть ABAH 3  (см. рис. 14в).  
В этом случае пересечение ромбов 

есть треугольник АВС, а объединение со-
стоит из ромба АМНК и треугольника 
АСD. Получаем систему уравнений 














.35
4

3

323
4

3
2

3

2

22

a

ab

 

Отсюда имеем 6,52  ba . Но тогда 
ABAH 3 . 

Ответ: 316ABCDS ; 312AMHKS  

или 312ABCDS ; 316AMHKS . 
 

3. Взаимное расположение 
окружностей 

Взаимное расположение окружностей 
можно различать по внешнему признаку 
(касающиеся, пересекающиеся, непересе-
кающиеся) или по внутреннему признаку 
(взаимное расположение центров окруж-
ностей относительно общей касательной, 
общей хорды и т.д.).  

расположение центров окружностей 
относительно общей касательной  
В условии задачи этого типа фигури-

руют две окружности, касающиеся одной 
прямой, но не указано расположение цен-
тров этих окружностей относительно 
этой прямой. Соответственно эта прямая 
является внутренней или внешней каса-
тельной для этих окружностей. 

Пример 16. Прямая касается окруж-
ностей радиусов R и r. Известно, что 
расстояние между их центрами равно a, 
причем rR   и Rra  . Найдите рас-
стояние между точками касания. 

Решение. Пусть О1 – центр окружно-
сти радиуса R, О2 – центр окружности 
радиуса r, 21 AA  и 21BB – внешняя и внут-
ренняя касательные (см. рис. 15). Из цен-
тра меньшей окружности опустим пер-
пендикуляры 12 KO  и 22 KO  на радиус 

11 AO  и продолжение радиуса 11BO  соот-
ветственно.  

Рассмотрим прямоугольные треуголь-
ники 211 OKO  (гипотенуза aOO 21 , катет 

rRKO 11 ) и 221 OKO  (гипотенуза 
aOO 21  катет rRKO 21 ). Из теоре-

мы Пифагора для этих треугольников по-
лучим:  

A

C
B K

H

M

D  
Рис. 14в 

O2O1

rR r

r

A1

B1

A2B2 rK1

R

K2

l2

l1

a

 
Рис. 15 



Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Планиметрические задачи с неоднозначностью в условии (многовариантные задачи) 

05.01.2011. 
www.alexlarin.narod.ru 

11 

22
211 )( rRaAAl   (длина внешней 

касательной) 
22

212 )( rRaBBl   (длина внут-
ренней касательной). 

Ответ: 22 )( rRa   или 

.)( 22 rRa   

расположение центров окружностей 
относительно их общей точки касания 

В условии задачи этого типа фигури-
руют две окружности, но не указан тип 
касания (внешний или внутренний, см. 
рис. 16). 

 При любом способе касания точка 
касания и центры окружностей ле-
жат на одной прямой.  
 При внешнем касании центры ок-
ружностей расположены на линии 
центров по разные стороны от точки 
касания, при внутреннем – по одну 
сторону. 
 Расстояние между центрами ка-
сающихся окружностей радиусов R  и 
r  ( rR  ) равно rR   при внешнем 
касании и rR   при внутреннем. 
Пример 17. (ЕГЭ 2010). Окружности 

радиусов 2 и 4 касаются в точке B . Че-
рез точку B  проведена прямая, пересе-
кающая второй раз меньшую окруж-
ность в точке A , а большую – в точке 
C . Известно, что 23AC . Найдите 
BC . 

Решение. Поскольку в условии не ска-
зано о типе касания окружностей (внеш-
нее или внутреннее), то рассмотрим два 
случая. 

1. Если окружности касаются внешним 
образом, то проведем через точку B  об-

щую касательную 1KK  (она перпендику-
лярна линии центров, см. рис. 17а).  

Треугольники BAO2  и BCO1  подобны 
по первому признаку подобия. В этих 
треугольниках BCOBAO 12  , как вер-
тикальные; CBOBAO 12   как цен-
тральные углы, опирающиеся на дуги, 
имеющие равную меру. KBCABK  1 , 
как вертикальные, и каждый из этих уг-
лов – угол между хордой и касательной. 
Следовательно, соответствующие дуги 
имеют равную меру. 

Для подобных треугольников BAO2  и 
BCO1  можем записать  

.
2
1

4
2

1

2 
BO
BO

BC
AB  

Отсюда  

.2223
3
2

3
2

 ACBC  

2. Окружности касаются внутренним 
образом (см. рис. 17б). В этом случае при 
исходных числовых данных задача не 
имеет решения (докажите самостоятель-
но). 

Ответ: .22  

A
r

O1

R
O2

A
r

O1

R
O2

Рис. 16 

A

B

C

O2 O1

K1

K

 

Рис. 17а 

A
B

C

O2
O1

 

Рис. 17б 
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A rO1

R
O2

B M

R
r

a

E
 

Рис. 19 

Пример 18. Окружности 1S  и 2S  ра-
диусов R  и r  ( rR  ) соответственно 
касаются в точке A . Через точку B , 
лежащую на окружности 1S , проведена 
прямая, касающаяся окружности 2S  в 
точке M . Найдите BM , если известно, 
что .aAB   

Решение. Возможны два случая распо-
ложения указанных окружностей в зави-
симости от типа касания.  

1. Пусть окружности касаются внеш-
ним образом (см. рис. 18).  

1-й способ решения. Пусть 1O  и 2O  
центры окружностей 1S  и 2S  соответст-
венно, а  ABO1  (см. рис. 18). По 
теореме косинусов для треугольника 

ABO1 : 
 cos2 1

22
1

2
1 ABAOABAOBO   

или  
.cos2222  RaaRR  

Отсюда получим .
2

cos
R
a

   

Теперь используем теорему косинусов 
для треугольника ABO2 : 

 cos2 2
22

2
2

2 ABAOABAOBO  
или 

 cos2222
2 ararBO . 

Подставив 
R
a

2
cos   в последнее ра-

венство, получим .
2

222
2 R

raarBO    

В прямоугольном треугольнике BMO2  
)90( 2 BMO , используя теорему Пи-

фагора, находим  22
2

2 rBOBM  







 

R
rar

R
raar 122

2
22 . 

Отсюда .1
R
raBM    

2-й способ решения. Продолжим АВ до 
пересечения с окружностью 2S  в точке 
E  (см. рис. 19). Треугольники BAO1  и 

EAO2  равнобедренные и подобные, так 
как .21 EAOABO   Следовательно, 

R
r

AB
AE

  и .
R
arAE   

По теореме о секущей и касательной 
имеем 

,2 BEBABM    
)(2 AEBABABM  , 

,2 





 

R
araaBM   

.1
R
ra

R
araaBM 






   

2. Пусть окружности касаются внут-
ренним образом (см. рис. 20). Тогда, про-
водя аналогичные вычисления, получим 

.1
R
raBM   

Ответ: 
R
ra  1   

Ar

O1

O2

B

M

a

 
Рис. 20 

A

r

O1

R

O2

B
M

R

a


 
Рис. 18 
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Пример 19. Дана окружность радиу-
са 2 с центром О. Хорда АВ пересекает 
радиус ОС в точке D, причем 

 120CDA . Найдите радиус окружно-
сти, вписанной в угол ADC и касающейся 
дуги АС, если .3OD   

Решение. Возможны два случая рас-
положения указанной окружности в зави-
симости от типа касания с данной окруж-
ностью. В обоих случаях центры 1O  и 2O  
этих окружностей будут лежать на бис-
сектрисе угла ADC  (см. рис. 21). 

1. Рассмотрим внутреннее касание ок-
ружностей. Пусть радиус искомой ок-
ружности с центром в точке 1O  равен r . 
E  – точка касания этой окружности с ра-
диусом OC . В прямоугольном треуголь-
нике 1DEO   601EDO  ( DO1  бис-
сектриса угла ADC) 

.
3

60ctg rrDE   

Используя теорему о секущей и каса-
тельной, получим  

,2OEOHOL   

,
3

32)22(
2











rr   

.03182  rr  

Условию задачи удовлетворяет поло-
жительный корень .9212 r  

2. В случае внешнего касания искомая 
окружность радиуса R  с центром в точке 

2O  касается продолжений сторон DC и 
DA и данной окружности. Тогда, проводя 
аналогичные вычисления, получим 

.323R  
Ответ: 9212   или .323  

Пример 20. Вершина равнобедренного 
треугольника с боковой стороной 5 и ос-
нованием 8 служит центром данной ок-
ружности радиуса 2. Найдите радиус 
окружности, касающейся данной и про-
ходящей через концы основания тре-
угольника.  

Решение. Пусть D  – середина основа-
ния AC  данного треугольника ABC . 
Обозначим через E  и F  точки пересече-
ния прямой BD  и окружности радиуса 2 
с центром в точке B . Тогда (см. рис. 22): 

4AD , 3BD , 1ED , 5FD . 

Из теоремы Пифагора для прямо-

угольных треугольников AED  и AFD  
соответственно имеем:  

,1714 22 AE  

4154 22 AF . 
Находим площади треугольников 

AEC  и AFC :  

,418
2
1

2
1

 EDACS AEC  

.2058
2
1

2
1

 FDACS AFC  

Возможны два случая расположения 
указанной в условии окружности в зави-
симости от типа касания с данной окруж-

A

F

O2

B

D
C

E

 
Рис. 22 

\

A

O

O2

B

D C

O1

E E1

HL

Рис. 21 
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ностью. В обоих случаях центры 1O  и 2O  
этих окружностей будут лежать на бис-
сектрисе угла – прямой BD  (см. рис. 22). 

1. Пусть окружности касаются внеш-
ним образом. Тогда искомая окружность 
описана около треугольника AEC . Най-
дем ее радиус по формуле 

.
2

17
44
817

4









AECS

ACECAER  

2. Пусть окружности касаются внут-
ренним образом. Тогда искомая окруж-
ность описана вокруг треугольника AFC . 
Найдем ее радиус  

.
10
41

204
841

4









AFCS

ACFCAFR  

Ответ: 
2

17
 или .

10
41

 

расположение центров окружностей 
относительно общей хорды  

В условии задачи этого типа фигури-
руют две пересекающиеся окружности, 
но не указано расположение центров ок-
ружностей относительно их общей хорды 
(см. рис. 23а и 23б). 

 Пересекающиеся окружности в 
точках А и В имеют общую хорду АВ. 

 Общая хорда перпендикулярна ли-
нии центров и делится ею пополам. 

Пример 21. Окружности радиусов 10 
и 17 пересекаются в точках А и В. Най-
дите расстояние между центрами ок-
ружностей, если 16AB . 

Решение. Отрезок AB  – общая хорда 
данных окружностей. В условии не ука-
зано расположение центров окружностей 
относительно AB . Поэтому задача до-
пускает два вида чертежа. 

1. Пусть центры окружностей лежат по 
разные стороны от их общей хорды AB  
(см. рис. 23а). Линия центров 21OO  пер-
пендикулярна хорде AB  и делит ее в 
точке пересечения C  пополам. Это сле-
дует из равенства треугольников 21 AOO  
и 21BOO  по трем сторонам и совпадения 
оснований высот, опущенных из точек A  
и B . Тогда из прямоугольных треуголь-
ников ACO1

 
и ACO2  соответственно по-

лучаем:  
15817 22

1 CO  
и  

6810 22
2 CO . 

Искомое расстояние между центрами 
равно  

.216152121  COCOOO  

2. Пусть центры окружностей лежат по 
одну сторону от хорды AB  (см. рис. 23б). 
Аналогично поступая, находим  

.96152121  COCOOO  

Ответ: 21 или 9. 
Пример 22. Окружности с центрами 

1O  и 2O  пересекаются в точках А и В. 
Известно, что  901BAO ,  BAO2  

 60 , aOO 21 . Найдите радиусы ок-
ружностей.  

Решение. Отрезок AB  – общая хорда 
данных окружностей. В условии не ука-
зано расположение центров окружностей 
относительно AB . Поэтому задача до-
пускает два вида чертежа. 

A
r

O1

R

O2

B

C

 

Рис. 23а 

A

r
O1

R

O2

B

C

 

Рис. 23б 
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1. Пусть центры окружностей лежат по 
разные стороны от их общей хорды AB  
(см. рис. 24а). Так как треугольники 

BAO1  и BAO2  равнобедренные, то линия 
центров является биссектрисой углов 

BAO1  и .2 BAO  Получаем  

 451CAO , .302  CAO  

Пусть .xAC   Треугольник CAO1  
прямоугольный,  4511 CAOCAO . 
Значит .1 xACCO   Для треугольника 

CAO2  имеем  

.330ctg2 xACCO   

Тогда COCOOO 2121   или 

.3xxa   Отсюда находим .
13 


ax  

Тогда  

,
13

221



axAO  

.
13

2222



axACAO  

2. Пусть центры окружностей лежат по 
одну сторону от хорды АВ (см. рис. 24б). 
Проводя аналогичные рассуждения, по-
лучим  

,
13

2
1




aAO  .
13

2
2




aAO  

Ответ: ,
13

2


a
 13

2

a   

или ,
13

2


a
 13

2

a . 

расположение центров окружностей 
относительно хорды большей  

окружности 
В условии задачи следующего типа 

фигурируют две окружности, одна из ко-
торых расположена внутри другой и ка-
сается хорды окружности большего ра-
диуса (см. рис. 25). 

 Вычисления в этой задаче сводят-
ся к применению теоремы Пифагора в 
треугольнике О1О2С, при этом рас-
стояние О1А находится из теоремы 
Пифагора для треугольника МАО1 (см. 
рис. 25а, б).  

Пример 23. Окружности радиусов 20 
и 3 касаются внутренним образом. Хор-
да AB  большей окружности касается 
меньшей окружности в точке M . Най-
дите длины отрезков AM  и MB , если 

32AB . 

Решение. Пусть точка N  – середина 
хорды AB , тогда расстояние от центра O  
окружности радиуса 20 до хорды AB  
равно  

12
2

2
2 








ABOBON . 

Рассмотрим два случая. 

A
r

O1

R

O2

A

r
O1

RO2

B B

CC

 
 а б 

Рис. 24 

M O1

N
A B

M O1

N
A B

O2

O2

CC

 а б 
Рис. 25 

N B
O1A

O

E

M

C

 
Рис. 26а 
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1. Центры O  и 1O  окружностей распо-
ложены по разные стороны относительно 
хорды AB  (см. рис. 26а), 31 MO . 

Продолжив перпендикуляр MO1  к 
хорде AB  за точку M  и опустив на него 
перпендикуляр из центра O , получим 
прямоугольный треугольник COO1 , в ко-
тором 171 OO ,  MCMOCO 11  

151  ONMO  и MNOC  . Тогда из 
теоремы Пифагора для треугольника 

COO1  получаем  

81517 222
1

2
1  COOOOC . 

Тогда  

8816  MNANAM  

и  

24168  NBMNMB . 

2. Центры O  и 1O  окружностей рас-
положены по одну сторону относительно 
хорды AB  (см. рис. 26б). Тогда из теоре-
мы Пифагора для треугольника COO1  
получаем  

134917 222
1

2
1  COOOOC . 

Тогда 13416  MNANAM  и 
16134  NBMNMB . 

Замечание. В данной задаче можно 
рассмотреть еще два случая, когда точка 
касания M  расположена правее точки 
N . В этом случае ответы будут 24AM  
и 8MB  или 13416 AM  и 

13416 MB . 
Ответ: 24 и 8; 13416   и 13416  . 

Пример 24. Расстояние между цен-
трами двух окружностей равно r5 . Од-
на из окружностей имеет радиус r , а 
вторая – r7 . Хорда большей окружно-
сти касается меньшей окружности и 
делится точкой касания в отношении 

6:1 . Найдите длину этой хорды. 
Решение. Воспользуемся рисунком 25. 

Пусть хорда xMN 7 . Тогда расстояние 
от центра 1O  равно  

4
7

2

2
2

2
2
11

xrMNMOAO 





 , 

а 
2

5
2

7 xxxNBANAB  . 

Рассмотрим два случая. 
1. Центры 1O  и 2O  окружностей рас-

положены по разные стороны относи-
тельно хорды MN . Так как rOO 521  , 

rBO 2 , то, продолжив перпендикуляр 
BO2  к хорде MN  за точку B  и опустив 

на него перпендикуляр из 1O , получим 
прямоугольный треугольник COO 21 , в 

котором 
4

7
2

2
22

xrrBCBOCO   

и ABCO 1 . Тогда из теоремы Пифагора 
для треугольника COO 21  получаем  

2
2

2
21

2
1 COOOCO   или 

2
2

22
2

4
725

4
25













xrrrx . 

Возводя в квадрат выражение, стоя-
щее в скобках, получаем уравнение  

4
14256

2
222 xrrrx   

или  











.0256
,042925136

22

4224

rx
rrxx

 

Последняя система не имеет решения, 
так как корни уравнения 31 rx   и 

rx
6
143

2   не удовлетворяют условию 

0256 22  rx .  
Это значит, что такой случай невоз-

можен. 

M B

O1

A

O

E

C

N

 
Рис. 26б 
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2. Центры 1O  и 2O  окружностей рас-
положены по одну сторону относительно 
хорды MN . Так как rOO 521  , rBO 2 , 
то, опустив на отрезок AO1  перпендику-
ляр из центра 2O , получим прямоуголь-
ный треугольник COO 21 , в котором 

rxrACAOCO 
4

7
2

2
11  и 

ABCO 2 . Тогда из теоремы Пифагора 
для треугольника COO 21  получаем  

2
1

2
21

2
2 COOOCO   или 

2
2

22
2

4
725

4
25











 rxrrx . 

Возводя в квадрат выражение, стоя-
щее в скобках, получаем уравнение  

4
14625

2
222 xrrxr   

или  











.0625
,042925136

22

4224

xr
rrxx

 

Получаем два решения 31 rx   и 

rx
6
143

2  . Отсюда находим два значе-

ния rMN 37  и rMN
6
1437

 . 

Ответ: r37  и r
6
1437 . 

Пример 25. (ЕГЭ, 2010). В окружно-
сти, радиус которой равен 15, проведена 
хорда .24AB  Точка С лежит на хорде 
АВ так, что .2:1: BCAC  Найдите 
радиус окружности, касающейся данной 
окружности и касающейся хорды АВ в 
точке С. 

Решение. Возможны два случая распо-
ложения указанной окружности (см. рис. 
27). Центры этих окружностей 1O  и 2O  
будут лежать на перпендикуляре к хорде 
AB , проходящем через точку C . 

1. Пусть точки O  и 1O , где O  центр 
данной окружности, а 1O  центр окруж-
ности, указанной в условии, лежат по 
разные стороны относительно прямой 
AB . 

Так как 2:1: BCAC , то 8AC . 
Пусть N  середина хорды AB . Тогда из 
прямоугольного треугольника ONB  по-
лучаем  

91215 2222  NBOBON . 

Пусть K  середина хорды, перпенди-
кулярной AB  и проходящей через точку 
C . Четырехугольник KCNO  – прямо-
угольник,  

4812  ACANCNOK . 

Пусть искомый радиус равен r . Так 
как центры O , 1O  и точка касания 1E  
лежат на одной прямой, то  

rEOOEOO  151111 . 

Из теоремы Пифагора для прямо-
угольного треугольника OKO1 , в кото-
ром 4OK , rOO 151  и 1KO  

rCOKC  91 , получаем  
2
1

22
1 KOOKOO   

или 
222 )9(4)15( rr  . 

Отсюда 
3
8

r .  

2. Точки O  и 2O  лежат по одну сторо-
ну относительно прямой AB  (см. рис. 
27). В этом случае из теоремы Пифагора 
для прямоугольного треугольника OKO2 , 
в котором 4OK , rOO 152  и 

922  rKCCOKO , получаем 

3
32

r . 

Ответ: 
3
8

 и 
3

32
. 

N B
O1

A

O
E2

E1

O2

K

C

 
Рис. 27 
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расположение точек касания  
окружности и прямой 

Пример 26. На стороне ВА угла ABC, 
равного 30°, взята такая точка D, что 

2AD  и 1BD . Найдите радиус ок-
ружности, проходящей через точки А, D 
и касающейся прямой ВС. 

Решение. Центр искомой окружности 
O  – точка пересечения серединного пер-
пендикуляра к отрезку AD и перпендику-
ляра к прямой ВС, восставленного из 
точки касания E  (см. рис. 28) окружно-
сти и прямой. Возможны два варианта 
положения окружности. В первом случае 
окружность касается луча BC , во втором 
точка касания 1E  лежит на продолжении 
луча BC  за точку B .  

1. Пусть точка касания лежит на луче 
ВС. Тогда по теореме о касательной и се-
кущей имеем 

,3312  ABBDBE  
откуда .3BE  

В треугольнике BDE  ,30DBE  
,1BD  .3BE  Тогда из теоремы ко-

синусов получаем  222 BEDBDE  
1)cos(2  ABEBEDB , т.е. 1DE . 

Так как DEBD  , то треугольник BDE  – 
равнобедренный и  30BED . По-
скольку этот угол образован касательной 
BE  и хордой DE , то дуга окружности 
DE  равна 60 . Следовательно, искомый 
радиус окружности равен хорде 1DE . 

Тогда центр O  окружности совпадает с 
серединой отрезка AD. 

2. В случае, когда точка касания лежит 
на продолжении луча ВС за точку В (см. 
рис. 28), радиус окружности находится из 
прямоугольного треугольника OGO1 , в 
котором ,601  GOO  4GO , 11 GE , 
и равен 71811 GEGO .  

Ответ: 1 или 7. 
Опорная задача. Отрезок общей 

внешней касательной к двум касающимся 
окружностям радиусов r и R равен 

rR2 .  

Доказательство. Из прямоугольного 
треугольника EOO 21  (см. рис. 29) полу-
чаем 

 2
2

2
211 EOOOEOAB

rRrRrR 2)()( 22  . 

Пример 27. Окружности радиусов 4 и 
9 касаются внешним образом, лежат по 
одну сторону от некоторой прямой и ка-
саются этой прямой. Найдите радиус 
окружности, касающейся каждой из 
двух данных и той же прямой.  

Решение. Перебор вариантов в задаче 
зависит от расположения точки касания 
третьей окружности с прямой относи-
тельно точек касания первых двух ок-
ружностей с этой прямой. Рассмотрим 
первый случай касания искомой окруж-

F

O1

O2

E
PKM

O3

 
Рис. 30а 

A

C

O1

B

D
O

G

E1

E
 

Рис. 28 

E

O2

O1

BA

RrR
r

 
Рис. 29 
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ности с центром 3O , радиуса 3r  и двух 
данных окружностей (см. рис. 30а). Тогда 

.KPMKMP   Так как отрезок общей 
внешней касательной к двум касающимся 
окружностям радиусов r и R равен rR2  
(следует из ответа примера 16 при 

rRa   или см. опорную задачу), то 
имеем  

,9242942 33 rr   

откуда 33 326 rr   или .44,13 r  

Второй случай (см. рис. 30б) рассмот-
рите самостоятельно. 

Ответ: 1,44 или 36. 
Пример 28. Точка О – центр окруж-

ности радиуса 2. На продолжении радиу-
са ОМ взята точка А. Через точку А 
проведена прямая, касающаяся окружно-
сти в точке К. Известно, что 

 60OAK . Найдите радиус окружно-
сти, вписанной в угол ОАК и касающейся 
данной окружности внешним образом. 

Решение. Центр 1O  искомой окруж-
ности лежит на биссектрисе угла А, по-
этому  3011 AKO  (рис. 31). 1K  точ-
ка касания этой окружности с прямой АК. 

Из треугольника 11 AKO  находим 
,330ctg1 rrAK   где r – радиус ис-

комой окружности. Из треугольника 
OAK  находим  

.
3

260ctg  OKAK   

Рассмотрение случаев в данной задаче 
связано с расположением точки касания 
искомой окружности с прямой АK отно-
сительно точки касания K (левее, правее). 

Отрезок внешней касательной окруж-
ностей с центрами О и 1O  равен 

rKOOK 222 11   (см. опорную зада-
чу). Тогда получаем  

,11 KKAKAK   

.223
3

2 rr   

Решаем квадратное уравнение 

,02623 2  tt  

где .rt   Получаем единственный по-

ложительный корень .
3

632 
t  Тогда  

.
3

246
3

632
2










 
r  

Еще один случай расположения ок-
ружностей рассмотрите самостоятельно. 

Ответ: .
3

242   

Пример 29. Найдите радиус окруж-
ности, вписанной в угол MKN равный 

6,0arcsin2  и касающейся окружности, 
радиуса 4 также вписанной в угол MKN. 

Решение. Центры окружностей впи-
санных в угол лежат на биссектрисе этого 
угла. Возможны два варианта располо-
жения искомых окружностей (см. рис. 
32). Пусть O  центр данной окружно-
сти, 1O  и 2O  центры искомых с радиуса-
ми r  и R  соответственно. Тогда 

6,0arcsinOKN . 
1. Найдем радиус r . Проведем радиу-

сы 11BO  и OB  в точки касания со сторо-
ной KN  и опустим из точки 1O  перпен-
дикуляр 11CO  на OB . В прямоугольном 

A

O

K2K1

O2

O1

M

K  
Рис. 31 

F

O3

O1

E
PKM

O2

 
Рис. 30б 
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треугольнике 11OCO  rOO  41 , 
rOC  41 . Тогда из равенства  

OO
OCOKN

1

1)sin(   

получим уравнение  

)6,0sin(arcsin
4
4





r
r   

или  

6,0
4
4





r
r . 

Отсюда 1r . 

2. При нахождении радиуса R , решая 
аналогичным образом, приходим к урав-
нению  

6,0
4
4





R
R . 

Откуда получаем 16R . 
Ответ: 1 и 16. 

4. Взаимное расположение элементов 
фигуры 

В задачах этого типа фигурируют од-
нотипные элементы фигуры (вершины, 
стороны, дуги, углы, высоты, биссектри-
сы, многоугольники и т.д.), однако усло-
вие допускает произвол выбора конкрет-
ного элемента из имеющихся у рассмат-
риваемой фигуры. 

выбор обозначений вершин 
 многоугольника 

К задачам этого типа относят такие за-
дачи, условие которых допускает различ-
ные решения в зависимости от варианта 
буквенного обозначения вершин много-
угольника.  

Пример 30. В параллелограмме ABCD 
один из углов равен 60 . Точки E  и F яв-
ляются серединами смежных сторон, 
образующих острый угол. Площадь тре-
угольника, отсекаемого прямой EF  от 
параллелограмма ABCD, равна S . Най-
дите площадь треугольника, вершинами 
которого служат точки FE,  и C . 

● Медиана треугольника разбивает 
его на два равновеликих треугольника. 
 Диагональ параллелограмма разбива-
ет его на два равновеликих треуголь-
ника. 

Решение. Используя приведенные выше 
факты и построив 
пунктиром два допол-
нительных отрезка (см. 
рис. 33), получим, что 
площадь параллело-
грамма равна S8 .  

Обозначение бук-
вами вершин параллелограмма можно 
начать с любой вершины, поэтому возни-
кает четыре разных рисунка, соответст-
вующих условию данной задачи (см. рис. 
34а, б, в, г). Треугольники, площадь ко-
торых нужно найти, на каждом из рисун-
ков выделены темным фоном. 

Площадь треугольника ECF  на рис. 
34а находим следующим образом: 

 FDCEBCAEFABCDECF SSSSS  

 ADCABC SSSS
2
1

2
18  

O1

B

O

B2B1

O2

C1

C2

A2

A1

NK

M

 
Рис. 32 

E

F  
Рис. 33 
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SSSSS 3228  . 

В остальных случаях искомая площадь 
будет равна S . 

Ответ: S  или S3 . 
Пример 31. Диагонали АС и BD тра-

пеции ABCD пересекаются в точке Е. 
Найдите площадь трапеции, если пло-
щадь треугольника AED равна 9, а точка 
Е делит одну из диагоналей в отношении 

3:1 . 

● Трапеция разбивается диагоналями 
на два равновеликих треугольника 
(примыкающих к боковым сторонам) и 
два подобных треугольника (примы-
кающих к основаниям).  
 Если у двух треугольников равны вы-
соты, то их площади относятся как 
основания. 
Решение. При решении данной задачи 

неоднозначность в условии, как и в пре-
дыдущем примере, состоит в выборе ва-
рианта буквенного обозначения вершин 
трапеции и дополнительно к этому в вы-
боре большего основания. Пусть точка Е 
делит диагональ в отношении 1:3, считая 
от вершины верхнего основания. 

1. Рассмотрим трапецию с основания-
ми ВС и AD (см. рис. 35а). Треугольники 
ВЕС и АED подобны (по двум углам) с 

коэффициентом подобия .
3
1


AE
ECk  

Значит, .932 
BEC

AED

S
S

 Отсюда 

.1
9

 AED
BEC

SS  Треугольники АВE и 

ВЕС имеют общую высоту, поэтому 

3
EC
AE

S
S

BEC

ABE  и .33  BECABE SS  Ана-

логично .33  BECDEC SS   
Следовательно, искомая площадь рав-

на .169331 ABCDS  

2. В остальных случаях, решая анало-
гичным образом, получим 

4827993 ABCDS  (см. рис. 35б и  
рис. 35г); 

1448127279 ABCDS  (см. рис. 35в). 
Ответ: 16; 48; 144. 

выбор линейного элемента 
Пример 32. Площадь треугольника 

ABC равна 8. MN  – средняя линия. Най-
дите площадь треугольника CMN . 

● Прямая, параллельная стороне тре-
угольника и пересекающая две другие, 
отсекает от него треугольник, по-
добный данному. 
Решение. При решении данной задачи 

неоднозначность состоит в выборе сред-
ней линии. Рассмотрим три случая (см. 
рис. 36). 

1. Отрезок MN  параллелен отрезку ВС 
(см. рис. 36а). Так как CN – медиана тре-
угольника АВС, то 

.48
2
1

2
1

 ABCANC SS  
MN – медиана треугольника АMС, поэто-
му  

.24
2
1

2
1

 AMCCMN SS  

A D

CB

E
D C

BA

E
9 27

9931
3

3

 
 а б 

B A

DC

E
C B

AD

E
27

3 99
81

2727
9

 
 в г 

Рис. 35 
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Рис. 34 
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2. Отрезок MN  параллелен отрезку АС 
(см. рис. 36б). В этом случае решение 
аналогично предыдущему. 

3. Отрезок MN  параллелен отрезку АВ 
(см. рис. 36в). Треугольники CMN и АВС 
подобны. Тогда 

.28
4
1

2
1 2







 ABCCMN SS  

Ответ: 2. 

выбор углового элемента 
Пример 33. Треугольник ABC вписан в 

окружность радиуса 12. Известно, что 
6AB  и 4BC . Найдите АС. 

Решение. 1-й способ. Используя обоб-
щенную теорему синусов, найдем  

,
6
1

122
4

2
sin 




R
BCA  

.
4
1

122
6

2
sin 




R
ABC  

Так как CAB  180 , то  
 )180(sinsin CAB  

)sin( CA  . 
1. Если треугольник АВС – остро-

угольный, то  

,
6
35cos A  .

4
15cos C  

Используя формулу синуса суммы, 
получим 

 )sin(sin CAB

.
24

1535
4
1

6
35

4
15

6
1 

  

Тогда можем найти искомую величину  
 BRAC sin2

.1535
24

153524 


  

2. Пусть угол С – тупой, тогда  
 )sin(sin CAB

.
24

1535
4
1

6
35

4
15

6
1 









  

Отсюда .1535 AC  
3. Случай, когда угол А – тупой, не-

возможен. 
2-й способ. Используем теорему коси-

нусов BBCABBCABAC cos2222   
и следствие из теоремы синусов 

BRAC sin2 . Отсюда получаем триго-
нометрическое уравнение  

BB cos481636sin576 2  . 

Решая последнее уравнение, находим 

24
2151cos 

B . Положительное значе-

ние косинуса соответствует острому углу 
В, отрицательное – тупому. Зная значение  

24
1535

24
211050sin 




B , 

находим 1535 AC . 
Ответ: 1535  . 

Пример 34. Высоты треугольника 
ABC пересекаются в точке Н. Известно, 
что ABCH  . Найдите угол АСВ. 

Решение. 1. Пусть треугольник 
ABC  остроугольный (см. рис. 37а). 

Пусть ВЕ и CD – высоты треугольника. 
Углы АВЕ и HCE равны, как углы с соот-
ветственно перпендикулярными сторо-
нами. Треугольники АЕВ и HEC равны по 
гипотенузе ( ABCH  ) и острому углу. 
Отсюда ,EHAE   и значит, 

 45AHEEAH . В прямоугольном 
треугольнике ACF имеем ,45CAF  
поэтому .45ACF  

Остальные случаи рассмотрите само-
стоятельно. 

2. Угол ВАС – тупой (см. рис. 37б). 
3. Угол АВС – тупой. 

A C

B

M

N

A C

B
M N

A C

B

M

N

 
 а б в 

Рис. 36 

A

C

B
H

D

E
A

C

B

H
D

E

F

F

 
 а б 

Рис. 37 
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4. Угол АСВ – тупой. 
5. Угол АВС – прямой. 
6. Угол ВАС – прямой. 
7. Случай, когда угол  АСВ – прямой, 

невозможен (почему?). 

Ответ: 45  или .135  
Опорная задача. Если Н – ортоцентр 

треугольника, то радиусы окружностей, 
описанных около треугольников АВС, 
АВН, ВСН, АСН, равны между собой. 

Доказательство. Так как в четырех-
угольнике AEHD углы E и D прямые (см. 
рис. 38а), то  180DHEA . Отсюда 
получаем ADHEBHC  180 . 
Радиус окружности, описанной около 
треугольника ВНС, равен  

.
sin2sin2)180sin(2 







a
A

BC
A

BC
 

Отсюда следует, что радиусы окруж-
ностей, описанных около треугольников 
АВС и ВСН равны между собой. Анало-
гичное доказательство проводят и для 
других треугольников. 

Пример 35. Высоты треугольника 
АВС пересекаются в точке Н. Известно, 
что отрезок СН равен радиусу окружно-
сти, описанной около треугольника. 
Найдите угол АСВ. 

Решение. Пусть R  – радиус окружно-
сти, описанной около треугольника 
ABC . Так как радиусы окружностей, 
описанных около треугольников ABC  и 
BCH  равны между собой, то для тре-
угольника BCH  имеем  

HBCRCH  sin2  
или  

HBCRR  sin2 . 

Отсюда 
2
1sin HBC . Значит, 

 30HBC  или  150HBC . 
1. Если треугольник ABC  – остро-

угольный, то из треугольника BEC  на-
ходим  603090C  (см. рис. 
38а). 

2. Если в треугольнике ABC  угол A  – 
тупой, то  30HBC  (в треугольнике 
DBC  угол D  прямой, а угол DBC  мо-
жет быть только острым). Из треугольни-
ка DBC  находим  603090C  
(см. рис. 38б). 

3. Если в треугольнике ABC  угол B  – 
тупой, то  150HBC  (почему этот 
угол тупой?) и  30CBE . Из тре-
угольника CBE  (см. рис. 38в) находим 

.603090 C  
4. Если в треугольнике АВС угол С – 

тупой (см. рис. 38г), то  30HBC  (по-
чему этот угол острый?). Из треугольни-
ка СВD находим  603090CDB . 
Тогда  12060180ACB . 

Ответ: 60 или 120 . 

Опорная задача. Пусть в треугольни-
ке АВС проведены высоты 1AA  и 1CC . 
Тогда треугольник 11BCA  подобен дан-
ному с коэффициентом подобия, равным 

Bcos .  

Доказательство. Рассмотрим остро-
угольный треугольник (см. рис. 39а). Для 
прямоугольных треугольников ABA1  и 

CBC1  имеем B
AB
BA

cos1   и B
BC
BC

cos1   
соответственно. Следовательно тре-
угольники 11CBA  и BAC подобны (второй 

A

C

B

H

D

E
A

C

B

H
D

E

 
 а б 

Рис. 38 
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Рис. 38 
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признак), так как имеют общий угол В и 

.cos11 B
BC
BC

AB
BA

  

Случай тупого угла В рассмотрите са-
мостоятельно 

Пример 36. Точки 1A , 1B , 1C  – осно-
вания высот треугольника ABC. Углы 
треугольника 111 CBA  равны 90°, 60° и 
30°. Найдите углы треугольника ABC. 

Решение. 1. Треугольник АВС – ост-
роугольный (см. рис. 39а). 

Так как треугольник 11 ABC  подобен 
треугольнику АВС, то .11 BCAABC   
Аналогично из подобия треугольников 

11CBA  и АВС имеем .11 BCABAC   
Далее развернутый угол при вершине 1C  
составлен из суммы углов ,11 ABC  11BAC  
и .111 ACB  Отсюда получаем соотноше-
ние  1802 111 ACBC  или 

.
2
190 111 ACBC    

Такие же равенства можно получить 
для других острых углов. Используем 

данные углы: ,4590
2
190   

,6060
2
190   .7530

2
190   

Остальные случаи рассмотрите само-
стоятельно. 

2. Угол АСВ – тупой (см. рис. 39б). 
3. Угол АВС – тупой. 
4. Угол ВАС – тупой. 
Случаи, когда один из углов АВС, 

ВАС, АСВ – прямой, невозможны (поче-
му?). 

Замечание. Другое решение может 
быть основано на следующей опорной 
задаче: 

 Высоты остроугольного треугольни-
ка являются биссектрисами его орто-
треугольника (треугольник, образован-
ный основаниями высот). (докажите) 

Ответ: 45°, 75°, 60° или 135°, 15°, 30° 
или 120°, 15°, 45° или 105°, 30°, 45°. 

выбор кругового элемента (дуги) 
Рассмотрим задачу, в которой имеются 

две точки, делящие окружность на две 
дуги, но не указано, какой из этих двух 
дуг касается другая окружность.  

Пример 37. Окружности с центрами 
О и В радиуса ОВ пересекаются в точке 
С. Радиус ОА окружности с центром О 
перпендикулярен ОВ, причем точки А и С 
лежат по одну сторону от прямой ОВ. 
Окружность 1S  касается меньших дуг 
АВ и ОС этих окружностей, а также 
прямой ОА, а окружность 2S  касается 
окружности с центром В, прямой ОА и 
окружности 1S . Найдите отношение 
радиуса окружности 1S  к радиусу ок-
ружности 2S . 

Решение. Так как окружность 1S  ра-
диуса а и окружность с центром в точке В 
и радиуса R касаются друг друга и общей 
прямой ОА, то имеем RaOI 2 (рас-
стояние между точками касания окруж-
ностей общей касательной), .aROK   

Далее используем теорему Пифагора в 
треугольнике OKI:  

A

C

B

H

C1

B1
A1

 
Рис. 39б 

B

A

C

H
C1

B1

A1  
Рис. 39а 
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  .2)(
222 RaaaR   

Отсюда получаем .6aR   
Рассмотрим первый случай касания 

окружности 2S  радиуса b (см. рис. 40а).  

Тогда ,JIOJOI   или  
,222 abbRaR   

откуда ,66 2 ababa    

,
6

16 


b
a

 .
6

627 


b
a

 

Для второго случая (см. рис. 40б) име-
ем ,JIOIOJ    

abaRbR 222  . 
Проводя вычисления аналогично пре-

дыдущему случаю, получим  

.
6

627 


b
a

 

Ответ: .
6

627 
 

выбор плоской фигуры 
Пример 38. Основания трапеции рав-

ны a и b. Прямая, параллельная основани-
ям, разбивает трапецию на две трапе-
ции, площади которых относятся как 

3:2 . Найдите длину отрезка этой пря-
мой, заключенного внутри трапеции. 

Решение. 1-й способ. Обозначим ис-
комый отрезок EF  через x  (см. рис. 41). 

1. Пусть площади трапеций BCFE  и 
AEFD  относятся как 3:2 : 

.
3
2

2

2

2

1









hxa

hxb

S
S

AEFD

BCFE  

Отсюда 
)(3
)(2

2

1

xb
xa

h
h




 , (*) 

где 1h  и 2h  высоты этих трапеций. 
Через точку F  проведем отрезок PH  

параллельно AB . Тогда треугольники 
PFD  и CHF  подобны (докажите) и  

,
2

1

h
h

BP
CH

  .
2

1

h
h

xa
bx



  

Используем соотношение (*):  

.
)(3
)(2

xb
xa

xa
bx








 

Решая полученное уравнение относи-
тельно переменной x , получаем  

   ,23 2222 xabx    
,325 222 bax   

.
5

32 22 bax 
  

R

A

O

K

J

C

b

aI

E

B
 

Рис. 40а 

A

C
B

P D
x

H

E1

FE x

F1

a

b xb

ax
 

Рис. 41 

A

O

KI C
a

b EJ

BR
 

Рис. 40б 
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2-й способ. Обозначим ,1SSBCFE   
,2SS AEFD   тогда .5,1 12 SS   

Достроим трапецию ABCD  до тре-
угольника AHD  (см. рис. 42) и обозна-
чим .SSBHC   

Так как треугольники AHD  и BHC  
подобны (докажите), то имеем 

2









b
x

S
S

BHC

EHF  или .2

2
21

b
a

S
SSS




   (*) 

Так как треугольники EHF  и AHD  
подобны (докажите), то имеем 

2









b
x

S
S

AHD

EHF  или  2

2
1

b
x

S
SS




.   (**) 

Из соотношений (*) и (**) имеем  

2

2
211

b
a

S
SS




  и 2

2
11

b
x

S
S

 . 

Далее 2

22
21

b
ba

S
SS 




 и 2

22
1

b
bx

S
S 

 . 

Разделив одно равенство на другое, по-

лучим  .22

22

1

21

bx
ba

S
SS







 

С учетом соотношения 12 5,1 SS   име-
ем уравнение относительно переменной 

x : ,
2
5

22

22





bx
ba

 откуда .
5

32 22 bax 
  

2. Случай, когда площади трапеций 
AEFD  и BCFE  относятся как 3:2 , рас-
смотрите самостоятельно. В этом случае 
площади трапеций BCFE  и AEFD  отно-
сятся как 2:3 . 

Ответ: 
5

32 22 ba 
 или .

5
23 22 ba 

 

5. Соответствие между множеством 
фигур и множеством их свойств 

В задачах этого типа фигурируют объ-
екты, которым приписываются опреде-
ленные свойства, но не указан порядок 
соответствия между множеством объек-
тов и множеством их свойств. 

неопределенность между значением 
синуса (косинуса) угла и видом угла 
Пример 39. Площадь треугольника 

равна 12. Две его стороны равны 6 и 8. 
Найдите угол между этими сторонами. 

Решение. Используя формулу 

 sin
2
1 abS , получаем 

2
1sin  . Зна-

чит  30  или  150 . 
Ответ: 30  или 150 . 

Пример 40. Радиус окружности равен 
1. Найдите величину вписанного угла, 
опирающегося на хорду, равную 2 . От-
вет дайте в градусах. 

Решение. Хорда BC  разбивает ок-
ружность на две дуги. Все вписанные уг-
лы, опирающиеся на эту хорду, с верши-
нами, лежащими на одной дуге, будут 
равны. Для любой точки A  (см. рис. 43), 

используя формулу 
R
aA

2
sin  , где 

2a  и 1R , получим 
2
2sin A . 

Значит  451A  или .135 A  
Ответ: 45 или .135  

Пример 41. Около треугольника ABC 
описана окружность с центром О, угол 
АОС равен 60°. В треугольник ABC впи-
сана окружность с центром М. Найдите 
угол АМС. 

A

CB

D

H

FE x

a

b

 
Рис. 42 

С

B

A

A1

O

 
Рис. 43 
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Решение. В равнобедренном тре-
угольнике АOС ( ROAOC  ) угол при 
вершине равен .60  Следовательно, тре-
угольник АOС – равносторонний и 

RAC  .  
Используя следствие обобщенной тео-

ремы синусов, получаем 

,sin2 BRAC   ,sin2 BRR   .
2
1sin B  

Отсюда  30B  или .150B  
1. Пусть  30B  (см. рис. 44), тогда 

.150 CA  Центр вписанной ок-
ружности М, лежит на пересечении бис-
сектрис треугольника, значит 

.752:150  MCAMAC  Тогда 
.10575180  AMC  

2. Случай, когда  1501B  (см. рис. 
44), рассмотрите самостоятельно.  

Ответ: 165  или .105  

Пример 42. Медиана ВМ треугольни-
ка АВС равна его высоте АН. Найдите 
угол МВС. 

Решение. Пусть .MBC  Найдем 
площадь треугольника АВС двумя спосо-
бами. Так как медиана ВМ треугольника 
АВС разбивает его на два равновеликих 
треугольника, то  

 sin
2
122 BMBCSS CBMABC  

.sin  BMBC  

С другой стороны, .
2
1 AHBCS ABC   

Учитывая, что ,BMAH   приравняем 

площади .
2
1sin AHBCBMBC   По-

лучаем, что .5,0sin   Отсюда  30  
(см. рис. 45а) или  150  (см. рис. 45б).  

Ответ: 30  или 150 . 

Пример 43. Трапеция ABCD с основа-
ниями AD и ВС вписана в окружность с 
центром О. Найдите высоту трапеции, 
если ее средняя линия равна 3 и 

.
5
3sin AOB   

● Проекция боковой стороны равно-
бедренной трапеции на большее осно-
вание равна полуразности оснований, 
а проекция диагонали — полусумме ос-
нований (средней линии). (докажите) 
 Вписанный угол измеряется полови-
ной дуги, на которую он опирается. 

Решение. Пусть AOB  (см. рис. 46).  
Проведем высоту BH  и диагональ BD . 
Отрезок HD  равен средней линии. Так 
как вписанный угол BDA  в два раза 
меньше центрального угла AOB , то 

.
2


ADB  Из прямоугольного тре-

A C

H

B
M  

Рис. 45б 

A C

B

O

M

B1  
Рис. 44 

CB

O

A

A1

D

D1

H

H1

 
Рис. 46 

A C

B

H

M  
Рис. 45а 
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угольника BHD  найдем высоту 

.
2

tg  HDBH  Используем формулу 

тангенса половинного угла 

.
cos1

sin
2

tg






 Тогда .

cos1
sin3




BH  

1. Рассмотрим случай, когда 
AOB  – острый. Находим  

5
4cos   и .1

5
41

5
33





BH  

2. Второй случай, когда AOB  – 
тупой, рассмотрите самостоятельно. 

3. Что будет в случае, когда 
 90AOB ? 

Ответ: 9 или 1. 
Опорная задача. Пусть О – центр 

окружности, вписанной в треугольник 
АВС. Докажите равенства: 

;90
2





ВАОС

 
;90

2





САОВ  

.90
2





АСОВ  

Доказательство. 
Докажем первое 
соотношение. Из 
треугольника АОС 

имеем 
2
ACАА 

  и 
2
CАCО 

 . То-

гда 





 




 180
22

180 CAАОC   










 90
22

180180
2

BBCA . 

Остальные равенства доказывают анало-
гично. 

Пример 44. В треугольнике ABC про-
ведены высоты ВМ и CN, О – центр впи-
санной окружности. Известно, что 

24BC , 12MN . Найдите радиус ок-
ружности, описанной около треугольни-
ка ВОС. 

Решение. 1. Треугольник AMN подо-
бен треугольнику АВС с коэффициентом 

подобия A
BC
MNk cos

2
1

24
12

 . От-

сюда  60A  или  120A . 

Используем соотношение СОВ  




 90
2
А  (см. опорную задачу). Значит  

2
390

2
60sinsin 






 


СОВ  (см. рис. 

48а) или 
2
190

2
120sinsin 






 


СОВ  

(см. рис. 48б). 
Используем следствие из обобщенной 

теоремы синусов:  

.
sin2 COB

BCR


  

Отсюда получаем  

38
3

24
R  или .24

1
24

R  

Ответ: 38  или 24. 

интерпретация 
алгебраического решения 

Пример 45. Дана окружность радиу-
са 13. Точка М – середина радиуса ОК. 
Хорда АС перпендикулярна радиусу ОК. 
Найти расстояние ВМ, если известно, 
что 4 BKAB  (рис. 49).  

Решение. Обозначим BM  через x  
(см. рис. 49а), тогда имеем xOB  5,6  и 

2)5,6(169 xAB  , xBK  5,6 . Ис-
пользуя теорему Пифагора для треуголь-
ника AOB , получаем уравнение  

xx  5,10)5,6(169 2 .  

Отсюда находим корни 5,11 x  и 
5,52 x . 

N
A

O

B

M C

N
A

O

B

M C
 

 а б 
Рис. 48 

A

C

B

O

C1

A1

 
Рис. 47 



Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Планиметрические задачи с неоднозначностью в условии (многовариантные задачи) 

05.01.2011. 
www.alexlarin.narod.ru 

29 

Интерпретируем отрицательный ко-
рень: точка B  расположена между точ-
ками M  и K , то есть отрезок MB  откла-
дывается в противоположном направле-
нии (см. рис. 49б). Оба корня удовлетво-
ряют решению задачи. 

Ответ: 1,5 или 5,5. 

Пример 46. Дана трапеция ABCD с 
боковыми сторонами 36AB , 34CD  
и верхним основанием .10BC  Извест-

но, что .
3
1cos  ABC  Найдите BD. 

Решение. Про-
ведем CE  па-
раллельно AB  
(см. рис. 50а). 
Тогда ABCE  – 
параллелограмм. 

,ABCAEC   
 180DEC   

,AEC  
3
1cos DEC  и .

3
1cos DAB  

Обозначим ED  через x . Воспользу-
емся теоремой косинусов для угла DEC  
в треугольнике DEC : 

,
3
13623634 222  xx  

.0140242  xx   
Отсюда 14x  или .10x  

Получившиеся два значения x , озна-
чают, что условию задачи соответствуют 
два чертежа. В одном случае CDE  ост-
рый, в другом – тупой. 

Воспользуемся теоремой косинусов 
для угла DAB  в треугольнике ABD  и 
рассмотрим два случая.  

1. Пусть ,14x  тогда .24AD   

;1296
3
1243622436 222 BD  

.36BD   
В этом случае угол D  – острый (см. 

рис. 50а), так как справедливо неравенст-
во:  222222 341436CDEDEC  

056  . 
2. Пусть ,10x  тогда 20AD , 

;1216
3
1203622036 222 BD  

.198BD  Пока-
жите, что в этом 
случае угол D  – 
тупой (см. рис. 
50б). 

Ответ: 36 или 
.198  
 

задачи с параметрами 
В геометрических задачах в качестве 

параметра может быть линейная или уг-
ловая величина. Количество возможных 
решений находится в зависимости от ус-
ловия задачи и области изменения пара-
метра. 

Пример 47. Дан прямоугольный тре-
угольник АВС с прямым углом при верши-
не В и углом   при вершине А. Точка D – 
середина гипотенузы. Точка 1C  симмет-
рична точке С относительно прямой BD. 
Найдите угол BAC1 . 

 Центр окружности, описанной око-
ло прямоугольного треугольника, ле-
жит на середине гипотенузы. 
Решение. Так как прямая BD  является 

серединным перпендикуляром к отрезку 
,1CC  то .1DCDC   С другой стороны, 

точка D  – центр окружности, описанной 
около прямоугольного треугольника. По-
этому .DADBDC   Отсюда следует, 
что точка 1C  принадлежит описанной ок-
ружности. 

Построение чертежа к этой задаче за-
висит от того, каково значение параметра 
 . Возможны три случая: 1)  45 ; 
2) ;9045   3) .450   

A

O
B
M

C

K A

O

B
M

C
K  

 а б 
Рис. 49 

A

CB

E D
10

10

36
36 34

x  
Рис. 50б 

A

CB

E D

10

3636 34

10 x
 

Рис. 50а 
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1. Если ,45 то центральный угол 
 902 BACBDC . В этом случае 

ось BD  перпендикулярна гипотенузе 
AC . Точка C  отобразится в точку A , и 
угол BAC1  не будет определен.  

2. Пусть ,45  тогда центральный 
угол  902BDC  (см. рис. 51а). В 
этом случае точки C  и 1C  расположены 
по одну сторону от хорды AB . В прямо-
угольном треугольнике  90BCA . 

Вписанные углы, опирающиеся на од-
ну и ту же дугу, равны. Поэтому 

.901  BCABAC  
3. Пусть ,45  тогда центральный 

угол  90BDC  (см. рис. 51б). В этом 
случае точки C  и 1C  расположены по 
разные стороны от хорды AB . Четырех-
угольник BCAC1  вписан в окружность, 
поэтому  1801801 BCABAC  

 90)90( . 
Ответ: ,90   если ;450   

,90   если  9045 ;  
при  45  точка С1 совпадает с точкой 

А и угол не определен.  
Пример 48. Периметр равнобедренно-

го треугольника равен Р, одна из его 
сторон равна а. Найдите вторую сторо-
ну треугольника.  

Решение. Если основание треугольни-
ка равно а, то боковая сторона равна 

2
aP 

. Используя неравенство треуголь-

ника, получаем систему 






















aaPaP

aPaPa

22

22
   или   











0
2

a

Pa
 

Пусть боковая сторона треугольника 
равна а, тогда основание равно aP 2 . 
Запишем условия 








aaPa
aaaP

2
2

  или  













2

4
Pa

Pa
 

Ответ: если 
24
PaP

 , то одно реше-

ние a , 
2

aP 
, 

2
aP 

;  

если 
24
PaP

 , то два решения aa, , 

aP 2  или ,a  
2

aP 
, 

2
aP 

;  

при 0a  или при 
2
Pa   решений нет. 

Пример 49. В параллелограмме ABCD 
известны стороны ,aAB   ,bBC   и 

.BAD  Найдите расстояние между 
центрами окружностей, описанных око-
ло треугольников BCD и DAB.  

Решение. Диагональ BD  разбивает 
параллелограмм на два равных треуголь-
ника DBC  и DAB . Поэтому по разные 
стороны от прямой BD  расположены 
центры O  и 1O  описанных около них ок-
ружностей, лежащие на серединном пер-
пендикуляре 1OO  к их общей стороне 
BD . Следовательно, ,21 OMOO   где 
точка M  середина BD . Рассмотрим 
следующие случаи. 

1. Если ,90  то центр O  лежит 
внутри треугольника DAB  (см. рис. 52а).  

Тогда получаем ,2BOD  

.
2
1

 BODBOM  Из треугольника 

BOM  находим .ctg BMOM  Тогда 
.ctgctg221  BDBMOMOO  

BD  находим из треугольника DAB : 
.cos222  abbaBD  

Следовательно,  
.ctgcos222

1  abbaOO  
2. Пусть  90 , тогда точки O  и 1O  

совпадают и 01 OO  (см. рис. 52б). 

AD

B

C1

C A
D

B C1

C

 
 а б 

Рис. 51 
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3. Пусть  90  тогда центр O  лежит 
вне треугольника DAB  (рис. 51в). Полу-
чаем угол, опирающийся на большую ду-
гу ,2BOD  а в треугольнике BOD   

,2360 BOD   BODBOM
2
1

 
180  Из треугольника BOM  нахо-

дим  
.)ctg()180(ctg  BMBMOM  

Тогда  )ctg(221 BMOMOO  
).ctg(  BD  

BD  находим из треугольника DAB : 
.cos222  abbaBD  

Следовательно,  
.)ctg(cos222

1  abbaOO  

Ответ: ,ctgcos222  abba  
если ;900   0, если ;90  

,)ctg(cos222  abba  если 
;18090   в общем виде 

.ctgcos222  abba  

Следует отметить, что приведенная 
классификация не претендует на отраже-
ние в полном объеме всего многообразия 
подобных задач, но включают в себя 
большую часть, с которой придется 
столкнуться школьнику при подготовке к 
экзамену. 

Упражнения 
1. Окружность S радиуса 12 вписана в 
прямоугольную трапецию с основаниями 
28 и 21. Найдите радиус окружности, ко-
торая касается основания, большей боко-
вой стороны и окружности S. 

Ответ: 3 или 
3
4 . 

2. Боковая сторона неравнобедренной 
трапеции равна 12 и образует с ее осно-
ванием угол 60 . Основания трапеции 
равны 16 и 40. Найдите длину отрезка, 
соединяющего середины оснований. 

Ответ: 12 или 312 .  
3. Радиус описанной около равнобедрен-
ного треугольника окружности равен 25, 
а вписанной в него окружности – 12. 
Найдите стороны треугольника.  
Ответ: ,218 ,2110 2110  или 48, 40, 40. 
Указание. Применить формулу Эйлера 

rRRd 222  , где d  – расстояние между 
центрами вписанной и описанной окружностей. 
4. Диагональ равнобедренной трапеции 
равна 5, а площадь равна 12. Найдите вы-
соту трапеции. 

Ответ: 3 или 4.  
5. К окружности, вписанной в треуголь-
ник с периметром 18, проведена каса-
тельная параллельно основанию тре-
угольника. Отрезок касательной между 
боковыми сторонами равен 2. Найдите 
основание треугольника. 

Ответ: 3 или 6. 
6. Найдите радиус окружности, касаю-
щейся двух концентрических окружно-
стей радиусов 3 и 5. 

Ответ: 1 или 4. 
7. Точка М делит среднюю линию тре-
угольника АВС, параллельную стороне 
ВС, на отрезки, один из которых в три 
раза длиннее другого. Точка N также де-
лит сторону ВС на отрезки, один из кото-
рых в три раза длиннее другого. В каком 
отношении прямая MN делит площадь 
треугольника АВС? 

Ответ: 
3
1  или 

11
9 . 

8. Через середину боковой стороны рав-
нобедренного треугольника со сторонами 
12, 18, 18 проведена прямая, разбиваю-

CB

O

A D

O1
M

CB

O
A D

O1
M



 
 а б 

CB
O

A D
O1

M


 
в 

Рис. 52 
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щая треугольник на части, площади ко-
торых относятся как 1:2. Найдите длину 
отрезка этой прямой, заключенного внут-
ри треугольника. 

Ответ: 97  или 57 . 
9. В треугольник АВС со сторонами 

18AB  и 12BC  вписан параллело-
грамм BKLM, причем точки К, L, M лежат 
на сторонах АВ, АС и ВС соответственно. 
Известно, что площадь параллелограмма 

составляет 
9
4  площади треугольника 

АВС. Найдите стороны параллелограмма. 
Ответ: 6; 8 или 4; 12. 

10. Высоты треугольника АВС пересека-
ются в точке Н. Известно, что отрезок СН 
равен радиусу окружности, описанной 
около треугольника. Найдите угол АСВ. 

Ответ: 60  или 120 . 
11. Высоты треугольника АВС пересека-
ются в точке Н. Известно, что ABCH  . 
Найдите угол АСВ. 

Ответ: 45  или 135 . 

12. В треугольнике АВС проведены высо-
ты ВМ и CN, О – центр вписанной ок-
ружности. Известно, что ,24BC  

12MN . Найдите радиус окружности, 
описанной около треугольника ВОС. 

Ответ: 38  или 24. 
13. Окружность описана около равносто-
роннего треугольника АВС. На дуге ВС, 
не содержащей точку А, расположена 
точка М, делящая градусную меру этой 
дуги в отношении 2:1 . Найдите углы 
треугольника АМВ. 

Ответ: ;40  ;80  60  или ;60  ;20  100 . 

14. Треугольник АВС равнобедренный. 
Радиус ОА описанного круга образует с 
основанием АС угол ОАС, равный .20  
Найдите угол ВАС. 

Ответ: 35  или 55 . 
15. Пусть АВ и АС – равные хорды, MAN 
– касательная, градусная мера дуги ВС, 
не содержащей точки А, равна .200  
Найдите углы МАВ и NAC. 

Ответ:  40NACMAB  или 
 140NACMAB . 

16. Через точку М проведены две прямые. 
Одна из них касается некоторой окруж-

ности в точке А, а вторая пересекает эту 
окружность в точках В и С, причем 

7BC  и 9BM . Найдите АМ. 
Ответ: 12 или 23 . 

17. Пусть О – центр окружности, описан-
ной около треугольника АВС, 

.60AOC  Найдите угол АМС, где М – 
центр окружности, вписанной в тре-
угольник АВС. 

Ответ: 165  или 105 . 
18. Точка В – середина отрезка АС, при-
чем 6AC . Проведены три окружности 
радиуса 5 с центрами А, В и С. Найдите 
радиус четвертой окружности, касаю-
щейся всех трех данных. 

Ответ: 
20
9  или 

10
9 . 

19. Одна окружность описана около рав-
ностороннего треугольника АВС, а вторая 
вписана в угол А и касается первой ок-
ружности. Найдите отношение радиусов 
окружностей. 

Ответ: 2:3  или 2:1 . 
20. Один из смежных углов с вершиной А 
вдвое больше другого. В эти углы вписаны 
окружности с центрами 1O  и 2O . Найдите 
углы треугольника 21 AOO , если отноше-
ние радиусов окружностей равно 3 . 

Ответ: ;90  ;45  45  
или ;90  ;3arctg  3arcctg . 

21. В прямоугольном треугольнике АВС 
катет АС равен 16 и катет ВС равен 12. Из 
центра В радиусом ВС описана окруж-
ность и к ней проведена касательная, па-
раллельная гипотенузе. Катет ВС про-
должен до пересечения с проведенной 
касательной. Определите, на какое рас-
стояние продолжен катет. 

Ответ: 15 или 3. 
22. Дана трапеция ABCD, диагонали АС и 
BD которой пересекаются под прямым 
углом, а продолжения боковых сторон АВ 
и DC пересекаются в точке К под углом 

.30  Известно, что ,CDBBAC   а 
площадь трапеции равна S. Найдите пло-
щадь треугольника AKD. 

Ответ: 
2

3S  или 
2
S . 

23. Дана трапеция ABCD с боковыми сто-
ронами ,27AB  28CD  и основанием 
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5BC . Известно, что 
7
2cos BCD . 

Найдите диагональ АС. 
Ответ: 28 или 1812 . 

24. Площадь равнобедренной трапеции 
равна 3 . Угол между диагональю и ос-
нованием на 20  больше угла между диа-
гональю и боковой стороной. Найдите 
острый угол трапеции, если ее диагональ 
равна 2. 

Ответ: 40  или 80 . 

25. Известно, что высота трапеции равна 
15, а диагонали трапеции равны 17 и 113. 
Чему равна ее площадь? 

Ответ: 900 или 780. 
26. Дан параллелограмм со сторонами 1 и 
2 и острым углом 60 . На двух его про-
тивоположных сторонах как на основа-
ниях построены вне параллелограмма 
равнобедренные треугольники с углами 

120  при вершинах. Найдите расстояние 
между этими вершинами. 

Ответ: 
3

13  или 
3

19 . 

27. В треугольнике АВС ,7AB  ,9BC  
.4CA  Точка D лежит на прямой ВС так, 

что .5:1: DCBD  Окружности, вписан-
ные в каждый из треугольников ADC и 
ADB, касаются стороны AD в точках Е и 
F. Найдите длину отрезка ЕF. 

Ответ: 4,5 или 6. 
28. Площадь равнобедренного треуголь-
ника АВС ( BCAB  ) равна 36. Найдите 
длину стороны АС, если 97BC . 

Ответ: 8 или 18. 
29. Катеты прямоугольного треугольника 
равны 7 и 24. Найдите гипотенузу тре-
угольника, подобного данному, если 
один из катетов равен 10. 

Ответ: 
12
125  или 

7
250 . 

30. Касательная, проведенная через вер-
шину М вписанного в окружность тре-
угольника KLM, пересекает продолжение 
стороны KL за вершину L в точке N. Из-
вестно, что радиус окружности равен 2, 

8KM  и LKMKMLMNK  4 . 
Найдите длину касательной MN. 

Ответ: )13(2
15sin
2




 или 

)13(2
105sin
2




. 

31. Касательная, проведенная через вер-
шину С вписанного в окружность тре-
угольника АВС, пересекает продолжение 
стороны АВ за вершину В в точке D. Из-
вестно, что радиус окружности равен 2, 

12AC  и BACACBCDA  2 . 
Найдите длину секущей AD. 

Ответ: )26(3
15sin
3




 или 

)26(3
75sin
3




. Указание. Угол ме-

жду касательной и секущей имеет градусную 
меру, равную половине разности градусных 
мер большей и меньшей дуг, высекаемых 
сторонами этого угла и заключенным между 
ними. 

32. В треугольнике АВС перпендикуляр, 
проходящий через середину стороны АС, 
пересекает сторону ВС в точке М, а пер-
пендикуляр, проходящий через сторону 
ВС, пересекает сторону АС в точке N. 
Прямая MN перпендикулярна АВ и 

ABMN
3

1
 . Найдите углы треугольни-

ка АВС.  
Ответ: ,120 A  ,30B   30C  

или ,30 A  ,120B   30C . 
33. Найдите углы равнобедренного тре-
угольника, если известно, что угол между 
биссектрисой, проведенной к основанию, 
и биссектрисой, проведенной к боковой 
стороне, равен углу при вершине. 

Ответ: ,36  ,36  108   
или ,60  ,60  60 . 

34. На стороне прямого угла с вершиной  
А взята точка О, причем 7AO . С цен-
тром в точке О проведена окружность S 
радиуса 1. Найдите радиус окружности, 
вписанной в данный угол и касающейся 
окружности S. 

Ответ: 4 или 12. 
35. АВ и АС – равные хорды, MAN – каса-
тельная, угловая величина дуги ВС, не 
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содержащей точки А, равна 200 . Найди-
те углы MAВ и NАС. 

Ответ:  40NACMAB или 
 140NACMAB . 

36. В треугольнике АВС перпендикуляр, 
проходящий через середину стороны АВ, 
пересекает прямую АС в точке М, а пер-
пендикуляр, проходящий через середину 
стороны АС, пересекает прямую АВ в 
точке N. Известно, что BCMN   и пря-
мая MN перпендикулярна прямой ВС. 
Определите углы треугольника АВС. 

Ответ: ,60A  ,15B   105C   
или ,60A  ,105B   15C . 

37. Площадь трапеции ABCD равна S, от-
ношение оснований ;3: BCAD  на пря-
мой, пересекающей продолжение осно-
вания AD за точку D, расположен отрезок 
EF так, что DFAE || , CFBE ||  и 

.2::  BECFDFAE  Определить пло-
щадь треугольника EFD. 

Ответ: 
12
S  или 

20
9S . 

38. В треугольнике АВС с углом 
,60ABC  биссектриса угла А пересе-

кает ВС в точке М. На стороне АС взята 
точка К так, что  30AMK . Найдите 

OKC , где О – центр окружности, опи-
санной около треугольника АМС. 

Ответ: 30  или 150 . 
39. Отрезок 21HH , соединяющий осно-
вания 1H  и 2H  высот 1AH  и 2BH  тре-
угольника АВС, виден из середины М 
стороны АВ под прямым углом. Найдите 
угол С треугольника АВС. 

Ответ: 45  или 135 . 
40. В треугольник, периметр которого 
равен 18, вписана окружность, к которой 
проведена касательная параллельно ос-
нованию треугольника. Отрезок каса-
тельной, заключенный внутри треуголь-
ника, равен 2. Вычислите основание тре-
угольника. 

Ответ: 3 или 6. 
41. На окружности радиуса 5 расположе-
ны две смежные вершины квадрата. Рас-
стояние между центрами квадрата и ок-
ружности равно 7. Вычислите сторону 
квадрата. 

Ответ: 6 или 8. 
42. Окружность, вписанная в равнобед-
ренный треугольник АВС, касается его 
боковых сторон АС и ВС в точках M и N. 
Найдите АВ, если 8AC  и 3MN . 

Ответ: 4 или 12. 

43. Трапеция, боковые стороны которой 
равны 13 и 15, описана около окружно-
сти. Радиус окружности равен 6. Найдите 
основания трапеции. 

Ответ: 7; 21 или 12; 16. 
44. В окружность радиуса 5 вписан рав-
нобедренный треугольник, сумма осно-
вания и высоты которого равна 16. Най-
дите высоту треугольника. 

Ответ: 6,4 или 8. 
45. Вычислите высоту СН тупоугольного 
треугольника АВС, если ,45C  

6AH  и 1BH . 
Ответ: 2 или 3. 

46. Найдите величину угла при основа-
нии равнобедренного треугольника, если 
отношение радиусов вписанной и опи-

санной окружностей равно 
9
4 . 

Ответ: 
3
1arccos  или 

3
2arccos . 

47. Дан квадрат ABCD. В плоскости 
квадрата взята точка M, такая, что 

CMBM   и  75AMB . Найдите ве-
личину угла ВМС. 

Ответ: 60  или 150 . 
48. Из вершины тупого угла ромба про-
ведены две высоты. Расстояние между их 
концами равно половине диагонали ром-
ба. Найдите углы ромба. 

Ответ: 60 ; 120  или 30 ; 150 . 

49. Расстояние между параллельными 
прямыми равно 12. На одной из них ле-
жит точка С, а на другой – точки А и В, 
причем треугольник АВС – остроуголь-
ный равнобедренный и его боковая сто-
рона равна 13. Найдите радиус окружно-
сти, вписанной в треугольник АВС. 

Ответ: 
3

13426   или 
3

10 . 

50. Медиана в треугольнике, выходящая 
из одной вершины, равна высоте, опущен-
ной из другой вершины, и равна 1. Высо-
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та, опущенная из третьей вершины, равна 
3 . Найдите площадь треугольника. 

Ответ: 
2
3  или 3 . 

51. В треугольнике АВС проведены высо-
ты АМ и CN. Чему равен угол АВС, если 

MNAC 2 ? 
Ответ: 60  или 120 . 

52. Биссектриса внешнего угла при вер-
шине В треугольника АВС равна биссек-
трисе внешнего угла при вершине А и 
равна стороне АВ. Найдите углы тре-
угольника АВС. 

Ответ: ,36 BA   108C   
или ,132 A  ,12B   36C   

или ,12 A  ,132B   36C . 

53. В параллелограмме ABCD угол ACD 
равен 30 . Известно, что центры окруж-
ностей, описанных около треугольников 
ABD и BCD, расположены на диагонали 
АС. Найдите угол ABD. 

Ответ: 30  или 60 .  

54. Боковые стороны треугольника равны 
25 и 30, а высота, проведенная к основа-
нию, равна 24. Найдите основание. 

Ответ: 11 или 25. 

55. В треугольнике АВС сторона 6AB , 
 30BAC , радиус описанной окруж-

ности равен 5. Найдите сторону АС. 

Ответ: 433  . 

56. Дан треугольник АВС, в котором 
2AC , 1BC ,  45ABC . Найдите 

угол ВАС. 
Ответ: 30  или 150 . 

57. Точки М и N лежат на стороне АС 
треугольника АВС на расстояниях соот-
ветственно 2 и 6 от вершины А. Найдите 
радиус окружности, проходящей через М 
и N и касающейся прямой АВ, если угол 
ВАС  равен 30 . 

Ответ: 2 или 14. 
58. Внутри прямого угла дана точка М, 
расстояния которой от сторон угла равны 
4 и 8. Прямая, проходящая через точку М, 
отсекает от прямого угла треугольник 
площадью 100. Найдите катеты тре-
угольника. 

Ответ: 20; 10 или 5; 40. 

59. В равносторонний треугольник АВС 
вписан прямоугольник PQRS так, что ос-
нование прямоугольника RS лежит на 
стороне ВС, а вершины P и Q – на сторо-
нах АВ и АС соответственно. В каком от-
ношении точка Q должна делить сторону 
АС, чтобы площадь прямоугольника 

PQRS составляла 
98
45  площади треуголь-

ника АВС? 

Ответ: 9:5: QCAQ  или 5:9: QCAQ . 

60. Окружность, диаметр которой равен 
10 , проходит через соседние вершины 

А и В прямоугольника ABCD. Длина ка-
сательной, проведенной из точки С к ок-
ружности, равна 3, 1AB . Найдите ВС. 

Ответ: 
2

)15(3  . 

61. Биссектрисы углов B  и C  параллело-
грамма пересекаются в точке O . Найдите 
площадь параллелограмма, если 

,
13
2arcsin2 A  ,102OA  5OD . 

Ответ: 24 или 72. Указание. Применить 
теорему косинусов для треугольников ABO  
и OCD .  

62. Продолжения сторон AD и BC выпук-
лого четырехугольника ABCD пересека-
ются в точке М, а продолжения сторон 
АВ и CD – в точке О. Отрезок МО пер-
пендикулярен биссектрисе угла AOD. 
Найдите отношение площадей треуголь-
ника AOD и четырехугольника ABCD, 
если 12OA , 8OD , 2CD . 

Ответ: 2 или 
11
14 . 

63. В треугольнике АВС сторона 24AB , 
 60BAC , радиус описанной окружно-

сти равен 13. Найдите сторону АС. 
Ответ: 3512  . 

64. В окружности радиуса 6  проведены 
хорда MN и диаметр МР. В точке N про-
ведена касательная к окружности, кото-
рая пересекает продолжение диаметра 
МР в точке Q под углом 60 . Найдите 
медиану QD треугольника MQN. 
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Ответ: 
2

355  . 

65. В равнобедренный прямоугольный 
треугольник вписан прямоугольник так, 
что две его вершины находятся на гипо-
тенузе, а две другие – на катетах. Чему 
равны стороны прямоугольника, если из-
вестно, что они относятся как 5:2, а гипо-
тенуза треугольника равна 45? 

Ответ: 10; 25 или 7,5; 18,75. 
66. (МГУ, 1995). В трапеции KLMN из-
вестны боковые стороны 36KL , 

34MN , верхнее основание 10LM  и 

3
1)cos( KLM . Найдите диагональ LN. 

Ответ: 36 или 198 . 

67. (МГУ, 1998). В окружности проведе-
ны хорды KL, MN, PS. Хорды KL, PS пе-
ресекаются в точке С, хорды KL, MN пе-
ресекаются в точке А, хорды MN и PS пе-
ресекаются в точке В, причем CKAL  , 

BNAM  , 5BS , 4BC . Найдите ра-
диус окружности, если величина угла  
ВАС равна 45 . 

Ответ: 53  или 13 . 

68. (МГУ, 1984). Две окружности радиу-
сов 8 и 6 пересекаются в точках А и В. 
Через центры 1O  и 2O  окружностей про-
ведена прямая; 1C  и 2C  – две из четырех 
точек пересечения этой прямой с окруж-
ностями, причем точка 1C  лежит на ок-
ружности с центром 1O , а длина отрезка 

21CC  больше 20. Найдите расстояние 
между точками 1O  и 2O , если произведе-
ние площадей треугольников AOC 11  и 

BOC 22  равно 336. 
Ответ: 226  . 

69. В треугольнике АВС проведены ме-
диана АМ и высота АН. Известно, что 

2
3


BH
MH , а площадь треугольника АМН 

равна 24. Найдите площадь треугольника 
АВС. 

Ответ: 80 или 16. 
70. В треугольнике АВС 21AB , 

15BC , BD – биссектриса. Найдите ра-

диус окружности, вписанной в треуголь-

ник  ABD, если 
7
5cos BAC . 

Ответ: 
6

)7914(6   или 
8

)10521(6  . 

71. Точка Н – основание высоты тре-
угольника со сторонами 10, 12, 14, опу-
щенной на сторону, равную 12. Через 
точку Н проведена прямая, отсекающая 
от треугольника подобный ему треуголь-
ник и пересекающая сторону, равную 10, 
в точке М. Найдите НМ. 

Ответ: 
3
7  или 

5
14 . 

72. В окружность радиуса 
2
53  вписана 

трапеция с основаниями 3 и 4. Найдите 
расстояние от центра окружности до точ-
ки пересечения диагоналей трапеции. 

Ответ: 
14

29324   или 
14

29324  . 

73. Дан параллелограмм ABCD. Точка М 
лежит на диагонали BD и делит ее в от-
ношении 3:2 . Найдите площадь парал-
лелограмма ABCD, если площадь четы-
рехугольника ABCМ равна 60. 

Ответ: 150 или 100. 

74. В равнобедренной трапеции ABCD 
)||( BCAD  расстояние от вершины А до 

прямой CD равно длине боковой сторо-
ны. Найдите углы трапеции, если 

5: BCAB . 

Ответ: 
5

1arccos ; 
5

1arccos180   

или 
5

2arccos ; 
5

2arccos180  . 

75. Радиус окружности, описанной около 
прямоугольного треугольника, относится 
к радиусу вписанной в него окружности, 
как 5:2. Найдите площадь треугольника, 
если один его катетов равен а. 

Ответ: 
8

3 2a  или 
3

2 2a . 

76. Площади двух треугольников с об-
щим основанием равны 1S  и 2S , где 

21 SS  . Найдите площадь четырехуголь-



Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Планиметрические задачи с неоднозначностью в условии (многовариантные задачи) 

05.01.2011. 
www.alexlarin.narod.ru 

37 

ника с вершинами в серединах их боко-
вых сторон. 

Ответ: 
2

|| 21 SS 
 или 

2
21 SS 

. 

77. В трапеции основания равны a и b, 
диагонали перпендикулярны, а угол меж-
ду боковыми сторонами равен  . Найди-
те площадь трапеции. 

Ответ: 
||2

tg)(
ba

baab


 . 

78. В треугольнике АВС проведены высо-
ты AD и CE. Найдите АС, если aBC  , 

bAB  , kACDE : .  
Ответ: abkba 222  . 

79. На боковой стороне равнобедренного 
треугольника как на диаметре построена 
окружность, делящая вторую боковую 
сторону на отрезки, равные а и b. Найди-
те основание треугольника. 

Ответ: )(2 baa   или )(2 bab  . 
80. Две окружности радиусов R и r 

)( rR   касаются внешним образом. Най-
дите радиусы окружностей, касающихся 
обеих данных окружностей и прямой, 
проходящей через центры данных. 

Ответ: 
2)( rR

rR


. 

81. Окружности радиусов R и r касаются 
внешним образом. К ним проведена об-
щая внешняя касательная; А и В – точки 
касания. Найдите радиус окружности, 
касающейся внешним образом данных 
окружностей и касающейся прямой АВ. 

Ответ: 
2)( rR

rR


. 

82. Внутри угла величины   с вершиной 
в точке О взята точка А. Расстояние от 
точки А до одной из сторон угла равно а, 
а проекция ОА на другую его сторону 
равна b. Найдите ОА. 

Ответ: если  900 , то 




cos
sin222 abba ; если  18090 , 

то 





cos
sin222 abba ; 

если  90 , то при ba   будет aOA  , 
при ba   решений нет. 

83. Пусть Н – точка пересечения высот 
треугольника АВС. Найдите углы тре-
угольника АВС, если BAH , 

ABH . 
Ответ: ,,90,90  если 

 90,90 ; 
,180,90,90   если 

 90,90 ; 
,180,90,90  если 

.90,90   

84. Общая хорда двух пересекающихся 
окружностей видна из их центров под уг-
лами 90  и 60 . Найдите радиусы ок-
ружностей, если расстояние между их 
центрами равно а. 

Ответ: ),13( a  )13(
2

2


a  или 

),13( a  )13(
2

2


a . 

85. Около окружности радиуса r  описана 
равнобочная трапеция, периметр которой 
равен p2 . Найдите большее основание 
трапеции. 

Ответ: 
4

16 22 rpp 
 при rp 4 ;  

при rp 4  трапеция превращается в 
квадрат. 

86. Основания трапеции равны а и b. 
Найдите длину отрезка, высекаемого диа-
гоналями на средней линии. 

Ответ: ||
2
1 ba  . 

87. В треугольнике АВС угол А равен 
60 , ,1AB  aBC  . Найдите АС. 

Ответ: если 
2
3

a , то решений нет;  

если 
2
3

a , то одно решение 
2
1

AC ; 

при 1
2
3

 a  два )341(
2
1 2  aAC ;  

при 1a  одно )341(
2
1 2  aAC . 
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88. Дан отрезок а. Три окружности ра-
диуса R имеют центры в концах отрезка и 
в его середине. Найдите радиус четвер-
той окружности, касающейся трех дан-
ных. 

Ответ: если 
24
aRa

 , то одно решение 

R
a

16

2

; если 
4

0 aR   или 
2
aR  , то два 

R
a

16

2

 или 
R

a
8

2

. 

89. В окружность радиуса R вписана тра-
пеция. Прямые, проходящие через концы 
одного основания параллельно боковым 
сторонам, пересекаются в центре окруж-
ности. Боковая сторона видна из центра 
под углом  . Найдите площадь трапе-
ции.  

Ответ: если 
3


 , то два решения 







 


2
sin1sin2R ; если 


3

, то 

одно решение 





 


2
sin1sin2R . 

90. В трапеции ABCD дано: 
aCDBCAB  , aDA 2 . На прямых 

АВ и AD взяты точки Е и F, отличные от 
вершин трапеции, так, что точка пересе-
чения высот треугольника CEF совпадает 
сточкой пересечения диагоналей трапе-
ции ABCD. Найдите площадь треуголь-
ника CEF. 

Ответ: 
4

32a  или 32 2a . 

91. Угол ABC  равен 60 , причем 
aBCAB  . Окружность 1S  касается 

AB  в точке A , а окружность 2S  касается 
BC  в точке C , кроме того, эти окружно-
сти касаются внешним образом. Найдите 
радиусы этих окружностей, если извест-
но, что их отношение равно двум.  

Ответ: задача имеет четыре варианта 

решения: a
4

3335   и a
2

3335  ,  

или 
6

3a  и 
3

3a , или 
3

3a  и 
3

32a ,  

или a
4

3335   и a
2

3335  .  

92. Расстояние между центрами двух ок-
ружностей равно r10 . Одна из окружно-
стей имеет радиус r5 , другая r6 . Некото-
рая прямая пересекает меньшую окруж-
ность в точках A  и B  и касается большей 
в точке C . Найдите длину хорды. 

Ответ: 212r  или r6 . 

93. Дан равнобедренный треугольник 
ABC  )( BCAB  . В точке M  к окружно-
сти, вписанной в треугольник, проведена 
касательная, перпендикулярная к стороне 
BC . D  точка пересечения касательной 
со стороной BC . Определите площадь 
треугольника ABC , если радиус вписан-
ной окружности равен r , а площадь тре-
угольника MBD  равна S . 

Ответ:  
2

2
2422

2
244

rS
rrSrS


  или 

 
2

2
2422

2
244

rS
rrSrS


 . 

94. (МИЭТ, 2003). Две окружности ка-
саются внутренним образом. Хорда AB  
большей окружности касается меньшей 
окружности в точке M . Найдите радиус 
меньшей окружности, если известно, что 
длины отрезков 28AM , 4MB , а ра-
диус большей окружности равен 20.  

Ответ: 7 или 1,75. 
95. (МИЭТ, 2003). Две окружности ка-
саются внешним образом. Прямая касает-
ся первой окружности в точке M  и пере-
секает вторую окружность в точках A  и 
B . Найдите радиус первой окружности, 
если известно, что 12AB , 6MB , а 
радиус второй окружности равен 10.  

Ответ: 3 или 27. 

96. (МИЭТ, 2000). Сторона квадрата рав-
на a . Найдите радиус окружности, ка-
сающейся стороны квадрата и окружно-
стей радиуса a  с центрами в вершинах 
квадрата, принадлежащих одной из его 
сторон.  

Ответ: 
16
a  или 

8
3a , или 

6
a . 
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97. (МИЭТ, 2000). Два квадрата ABCD и 
AMHK, расположены так, что стороны АВ 
и АМ образуют угол в 45 . Известно, что 
площадь пересечения квадратов равна 
8,5, а площадь их объединения равна 
34,5. Найдите площадь каждого из квад-
ратов. 

Ответ: 25ABCDS ; 18AMHKS  
или 18ABCDS ; 25AMHKS . 

98. (МИЭТ, 2000). Два равнобедренных 
треугольника ABC и AMH, расположены 
так, что стороны АВ и АМ образуют угол 
в 45 . Известно, что площадь пересече-
ния треугольников равна 49, а площадь 
их объединения равна 213. Найдите пло-
щадь каждого из треугольников. 

Ответ: 100ABCS ; 162AMHS  
или 162ABCS ; 100AMHS . 

99. Две окружности, касающиеся прямой 
в точках А и В, пересекаются в точках C и 
D, причем 8AB , 15CD . Найдите ме-
диану СЕ треугольника АВС. 

Ответ: 16 или 1. 

100. Три окружности радиуса r  попарно 
касаются друг друга. Найдите радиус ок-
ружности, касающейся всех этих окруж-
ностей.  

Ответ: 





  1

3
2r . 
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