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Введение 
Последние годы в вариантах ЕГЭ зада-

ние С5 – задача с параметром. В 2010 году 
процент выпускников, приступивших к ее 
выполнению, составил 11,8%, а в 2011 го-
ду – 12,1%. Задание С5 оценивается в 4 
балла. В 2010 году от 1 до 4 баллов за за-
дачу С5 смогли получить только 2,71% 
участников экзамена, а в 2011 – 6,02%.  

При проверке задачи С5 выставление 
баллов производится в соответствии со 
следующими критериями. 

Содержание критерия Баллы 
Обоснованно получен правильный 
ответ  4 
Решение в целом верное, но допу-
щена вычислительная ошибка, воз-
можно, приведшая к неверному от-
вету 

3 

Обоснованно найдены верные зна-
чения параметра, однако в ответ 
включены посторонние значения, 
полученные в других случаях, не 
соответствующих условию задачи 
(либо рассмотрены необходимые 
случаи, но значения параметра при-
знано не подходящим условию за-
дачи).  

2 

Решение содержит 
– или верное описание необходи-
мых ситуаций в соответствии с ус-
ловием задачи;  
– или верный переход к уравнениям 
(неравенствам) относительно пара-
метра. 

1 

Решение не соответствует ни одно-
му из критериев, перечисленных 
выше 

0 

Максимальный балл 4 

Задание С5 по своей постановке было 
алгебраическим, однако в процессе реше-
ния требовались функциональные и на-
глядно-геометри-ческие представления. 
Развитию и закреплению подобных пред-
ставлений у учащихся и посвящено дан-
ное пособие. 

Учащиеся основной школы при изуче-
нии линейной и квадратичной функций 
узнают, что изменение того или иного 
коэффициента в формуле, задающей 
функцию, влияет на изменение свойств 
этой функции. Таким образом, школьни-

ки уже готовы к восприятию термина 
«параметр» при изучении темы «Функ-
ции». Например, в формуле baxy  , 
задающей линейную функцию, имеется 
два параметра a и b, в формуле 

cbxaxy  2  – три параметра a, b и c. 
Основной вопрос, связанный с функ-

цией, заданной формулой, относится к 
изучению ее свойств и построению её 
графика. Поэтому первый тип задачи, ко-
торый мы будем рассматривать, можно 
сформулировать следующим образом: 
исследовать свойства (область определе-
ния, монотонность и т.д.) функции 

),( axfy   в зависимости от значений 
параметра a , принимающего допустимые 
числовые значения. Аналогично форму-
лируются задачи для функций с несколь-
кими параметрами.  

Формулировки свойств функции в 
точке или на промежутке позволяют рас-
сматривать параметр не только в форму-
ле, но и при задании области существо-
вания функции. Например, при всех зна-
чениях t исследовать на монотонность 
функцию 652  xxy  на промежутке 

]2;[ tt . Подобные задачи отнесем ко 
второму типу задач.  

Третий тип рассматриваемых нами за-
дач связан с наличием дополнительных 
условий на свойства функции (количест-
во нулей функции, ограничение на наи-
большее значение функции и т.д.). 

Решение задач четвертого типа опира-
ется непосредственно на определение 
свойства функции (непрерывность, диф-
ференцируемость, экстремум).  

Отметим некоторые особенности ре-
шения задач с параметрами выделенных 
типов.  

1) Так как в дальнейшем в основном 
рассматриваются функции, заданные 
формулой, то все комментарии для 
выражений с параметрами перено-
сятся и на функции с параметрами. 
Например, вид функции 

532  xaxy  зависит от парамет-
ра а: при 0a  имеем квадратичную 
функцию, при 0a  получаем ли-
нейную функцию 53  xy . 
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2) Выражение ),( axf  при каждом  
фиксированном значении параметра 
a  задает функцию ),()( axfxya  , а 
при всех допустимых значениях па-
раметра a  – семейство функций. 
Наличие параметра в формуле озна-
чает задание семейства графиков 
функций на координатной плоскости 
Оху. Например, функция axy  2  
задает семейство парабол, отличаю-
щихся от параболы 2xy   смещени-
ем вдоль оси у на а единиц вверх 
при 0a , вниз – при 0a . 

3) Одним из основных методов реше-
ния рассматриваемых задач является 
аналитический, приводящий данную 
задачу к решению уравнений или 
неравенств с параметрами.  

4) Задачи по рассматриваемой теме по-
зволяют широко применять графи-
ческую иллюстрацию, поэтому в не-
которых случаях удобнее и эффек-
тивнее будет использование функ-
ционально-графических методов 
решения (на координатных плоско-
стях Оху или Оха). 

5) В некоторых примерах на этапе ана-
литической записи ответа полезно 
одновременно приводить его изо-
бражение на координатной плоско-
сти.  

Перейдем теперь к рассмотрению за-
дач, связанных с тем ли иным свойством 
функции. 
 

Глава 1. Функции, заданные 
в явном виде 

Если функция задана уравнением 
( )y f x , разрешенным относительно у, 

то функция задана в явном виде (явная 
функция). 

В первой главе будет рассмотрены за-
дачи с параметрами, в формулировке ко-
торых фигурируют свойства функций. 

Довольно часто задачу можно пере-
формулировать и свести ее к уравнению, 
неравенству или системе уравнений (не-
равенств), для решения которых исполь-
зуют аналитический или функционально-
графический способы (графическую ин-
терпретацию). В последнем случае тре-
буется обоснование, основанное на ис-
пользовании свойств и графиков рас-
сматриваемых функций. 

1.1. Область определения функции 
Уравнения, неравенства, системы, да и 

просто заданные функции, входящие в 
формулировку задач с параметрами, 
имеют свою область определения, и ана-
лиз условий, определяющих ее, часто яв-
ляется необходимой частью решения. 
Иногда подобный анализ позволяет су-
щественно сократить количество рас-
сматриваемых случаев, тем самым упро-
стить решение задачи. 

Говорят, что на числовом множестве 
X  определена числовая функция )(xf , 
если каждому элементу x  из этого мно-
жества поставлено в соответствие един-
ственное число. Множество X  называет-
ся областью определения функции и 
обозначают )( fD . 

В задачах с параметром под областью 
определения уравнения, неравенства, 
системы, содержащие выражения вида 

),( axf , понимается множество всех 
упорядоченных пар чисел ),( ax , каждая 
из которых такова, что после подстанов-
ки соответствующих значений x  и a  во 
все входящие в задачу выражения они 
будут определены. 
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Пример 1. При всех значениях пара-
метра а найти область определения 
функции  

22

3
)( xa

ax
axxy 



 . 

Решение. Для функции 
ax
axxf




3

)(  

областью определения является множе-
ство тех значений аргумента, для кото-
рых знаменатель дроби не обращается в 
нуль, т.е. 3/ax  . Функция 

22)( xaxg   определена на множестве 
тех значений x , для которых 022  xa . 
Область определения функции 

)()()( xgxfxy   есть пересечение об-
ластей определения функций f  и g , и, 
значит, она состоит из значений x , яв-
ляющихся решениями смешанной систе-
мы: 

















.0))((
,3/

0

,3/
22 axax

ax
xa
ax

 

Графическое решение системы пред-
ставлено на рисунке 1. Условию задачи 
при каждом значении параметра a  удов-
летворяют все точки, лежащие на пересе-
чении прямой consta  с выделенной 
фоном областью на плоскости Oax .  

Ответ. Если 0a  , то 
];3/()3/;[)( aaaayD  ; если 0a  , 

то )(yD ; если 0a  , то 
];3/()3/;[)( aaaayD  . 

Замечание. В данной задаче графиче-
ская интерпретация необязательна и 
представлена исключительно для демон-

страции области определения функции на 
плоскости Oax .  

Пример 2. (ЕГЭ, 2003). Из области 
определения функции 

7 4
4

7log
x

a xy a a



 
  

 
 

взяли все целые положительные числа и 
сложили их. Найдите все значения a, при 
которых такая сумма будет больше 7, 
но меньше 11. 

Решение. 1. Так как  7logD R , то 
имеем 

7 4
4 0

x
a xa a


  . 

Отсюда, используя метод рационализа-
ции, получаем: 

  7 41 0
4

xa a
x
     

, где 0a  . 

2. Обозначим   7 4( ; ) 1
4

xF x a a a
x
     

. 

График уравнения ( ; ) 0F x a  , состоящий 
из прямой 1a   (пунктирная линия) и ги-

перболы 7 4
4

xa
x





 (пунктирная линия), 

разбивает первый координатный угол  
( 0a   и переменная x принимает нату-
ральные значения) на три области. При-
меняя метод областей, получаем необхо-
димое множество точек плоскости: об-
ласти 1D  и 3D  (см. рис. 2).  

3. Решим уравнение 7 4
4

xa
x





 отно-

сительно переменной x и найдем 
4 4

7
ax

a





. При 0 1a   решением явля-

ется промежуток  0; , который со-
держит все натуральные числа. Эти зна-

 

Рис. 1 
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Рис. 2 
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чения параметра a не удовлетворяют ус-
ловию задачи. 

При 1a   решением является проме-

жуток 4 40;
7
a

a
 

  
. Рассмотрим суммы: 1; 

1+2=3; 1+2+3=6; 1+2+3+4=10; 
1+2+3+4+5=15. Согласно условию задачи 

имеем неравенство 4 44 5.
7
a

a


 


 Так как 

7 0,a    то получаем 



















.
3

13
,4

)7(544
,44)7(4

a

a

aa
aa

 

Ответ. 14; 4
3

 
  

. 

1.2. Непрерывность функции 
Функция ( )f x , определенная на про-

межутке );( ba , называется непрерывной 
в точке );(0 bax  , если: 

1) существует предел )(lim
0

xf
xx

; 

2) он равен значению функции в точке 
0 ,x  т.е. )()(lim 0

0

xfxf
xx




. 

Доказательство непрерывности функ-
ции ( )f x  в точке 0x  состоит в проверке 
равенства )()(lim 0

0

xfxf
xx




. 

Пример 3. Найти все значения пара-
метра а  такие, что функция ( )f x  явля-
ется непрерывной на всей числовой пря-

мой, если 











.2при,2
,2при,

)(
2

2

xax
xax

xf  

Решение. При 2x  функция 
2)( axxf   – непрерывна при всех значе-

ниях x  и axf
x

4)(lim
2




.  

При 2x  функция 2)( 2  axxf  – 
непрерывна при всех значениях x  и 

2

2
)(lim axf

x



.  

Следовательно, функция ( )f x  является 
непрерывной на R , если выполняется 
равенство aa 42  , т.е. при 0a  или 

4a . 
Ответ. 0a  или 4a . 

Напомним важное свойство непрерыв-
ной функции, которое будет использова-
но во второй главе: если на отрезке ];[ ba  
наименьшее и наибольшее значения не-
прерывной функции равны соответст-
венно A  и B , то для любого значения 

];[ BAC   найдется значение ];[ bac  
такое, что )(cfC  . Это означает, что 
множество значений непрерывной функ-
ции на отрезке ];[ ba  будет весь отрезок 

];[ BA . 

1.3. Дифференцируемость функции 

Функция ( )f x  называется дифферен-
цируемой в некотором промежутке, если 
производная ( )f x  функции ( )f x  конеч-
на в каждой точке этого промежутка. 

Отметим важное свойство дифферен-
цируемой функции: функция, дифферен-
цируемая в точке (на промежутке) не-
прерывна в этой точке (на этом проме-
жутке).  

Пример 4. Найти все значения пара-
метров a и b, при каждом из которых 
функция  










1 если,

,1 если,
)( 2 xbxax

xx
xf  

дифференцируема в точке .1x  

Решение. Так как функция дифферен-
цируема в точке 1x , то она непрерывна 
в ней. Из условия непрерывности получа-
ем первое равенство .1 ba  Для диф-
ференцируемости функции в точке 1x  
должно выполняться равенство 

)( 2  bxaxx  при 1x , то есть 
12  ba . Решая систему двух уравне-

ний, получим ответ .1,0  ba  
Ответ. .1,0  ba  

1.4. Нули функции 

Нули функции ),()( axfxya   – зна-
чения аргумента x , при которых выра-
жение 0),( axf . Решением этого урав-
нения является значения x , в зависимо-
сти от a . При каждом фиксированном a  
количество нулей функции )(xya  равно 
количеству корней уравнения 0),( axf . 
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Геометрически нуль функции )(xya  
также как и в случае без параметра – 
это абсцисса точки пересечения графика 
функции )(xya  с осью Ox . 

Пример 5. Для каждого значения па-
раметра а найти все нули функции  

axxxf  3|10|5||)( . 

Решение. Переформулируем задачу:  
для каждого значения а найти все реше-
ния уравнения  

axx  3|10|5|| . 

Построим график функции (см. рис. 3) 
 xxxa 3|10|5||)(  

8 10, если 2,
2 10, если 2 0,

8 10, если 0 2,
2 10, если 2,

x x
x x

x x
x x

   
        
  

 

который имеет точ-
ки «перелома»: 
( 2;6) , )10;0(  и 

)6;2(  . 
Проводя прямые, 

параллельные оси х, 
определяем абсцис-
сы (значение кор-
ней уравнения) об-
щих точек с данным 
графиком. 

Из рисунка вид-
но, что при 6a  
данное уравнение 
не имеет корней. 

Для 6a  уравнение имеет один корень 
2x . Если ,66  a  то из двух урав-

нений ax  108  и ax 102  получа-

ем два корня 
8

10 ax 
  или 

2
10 ax 

 . В 

случае 6a  уравнение имеет три корня 
2x , 5,0x  или .8x  Если 

,106  a  то имеем четыре корня 

8
10 ax 

 , 
2
10


ax , 

8
10 ax 

  или 

2
10 ax 

 . В случае 10a  уравнение 

имеет три корня 5,2x , 0x  или 

.10x  При 10a  получаем два корня 

8
10 ax 

  или 
2

10 ax 
 . 

Ответ: при 6a  нет нулей функции; 
при 6a  один нуль 2x ;  

при 66  a  два нуля 
8

10 ax 
  или 

2
10 ax 

 ; при 6a  нули  

 8x ; при 106  a  четыре ну-

ля 
8

10 ax 
 , 

2
10


ax , 

8
10 ax 

  

или 
2

10 ax 
 ; при 10a  нули  

  при 10a  два нуля функ-

ции 
8

10 ax 
   или 

2
10 ax 

 . 

Пример 6. (МГУ, 2008). Найти все 
значения параметра a, при которых 
функция  

4 3 2( ) ( 1) (2 1) ( 1) 1f x x a x a x a x         
на промежутке )1;(   имеет не менее 
двух нулей.  

Решение. Переформулируем задачу: 
найти все значения параметра a, при 
которых уравнение  

4 3 2( 1) (2 1) ( 1) 1 0x a x a x a x         
на промежутке )1;(   имеет не менее 
двух корней. 

Приведем уравнение к виду  







 






  0)12(1)1(21 2

a
x

xa
x

x

  ,032)1(2  ayay  

где функция 
x

xxfy 1)(   возрастает 

на промежутке )1;(   от   до 
.0)1( f  Поэтому исходное уравнении 

имеет не менее двух корней на проме-
жутке )1;(   тогда и только тогда, ко-
гда полученное уравнение имеет два кор-
ня ),0;(2,1 y  т.е. когда  















0)32(4)1(
032

01

2 aa
a

a

 

;2x

;5,0x

;5,2x

;0x ;10x

 
Рис. 3 

–6

a

x

10

O

6

2–2
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  















203

0
1

2,1

21

a

aaaa
a

   203a . 

Ответ: 523a . 

Пример 7. (МИОО, 2010). Найти все 
значения а, при каждом из которых 
функция 

axaxxf  2||22)(  

имеет ровно две различных точки пере-
мены знака. 

Решение. При 0a   данная функция 

имеет вид 
3 , 0,

( ) 4 | |
5 , 0.
x если x

f x x x
x если x


    

 

Функция принимает 
значение 0 один раз при 

0x  , при остальных 
значениях х положи-
тельна. График этой 
функции (см. рис. 4) 
состоит из частей пря-
мых с угловыми коэф-
фициентами 3 или –5. 

Пусть 0a  , тогда 
данная функция имеет 
следующий вид 

2
2

2
2

4 | | 2 ,если | | ,
2( )

4 | | 2 ,если | |
2

ax x a a x
f x

ax x a a x


    

      
2

2

2
2

2
2

2
2

5 2 ,если ,
2

3 2 ,если ,
2

3 2 ,если 0,
2

5 2 ,если 0 .
2

ax a a x

ax a a x

ax a a x

ax a a x


    



   
     

    

 

График этой непрерывной функции 
состоит из частей прямых с угловыми ко-
эффициентами 3 или –5, заданных на 

промежутках 
2

;
2
a 

  
 

, 
2

;0
2
a 

 
 

, 

2

0;
2
a 

 
 

,
2

; .
2
a 

 
 

  

Функция убывает на промежутке 
2

;
2
a 

  
 

, возрастает на промежутке 

2

;0
2
a 

 
 

, убывает на промежутке 
2

0;
2
a 

 
 

, 

возрастает на промежутке 
2

; .
2
a 

 
 

  

Функция имеет два минимума 
2 2 2

25 2
2 2 2
a a af a a a

   
           
   

 и 

2 2 2
23 2

2 2 2
a a af a a a

 
       

 
, макси-

мум   2 20 3 0 2 2f a a a a      . Так как 
2 2

2 2
a aa a     при 0a  , то для сущест-

вования решения задачи необходимо и 
достаточно выполнение следующих ус-
ловий (см. рис. 5а, б): 

2

2

2

0
0

0 ( 2) 0 22
(2 ) 0 2

0 0,5 002
(2 1) 00

2 0

a
a

a a a a a
a a aa a aa
a aa

a a


 

  
        
                  
  

 

Ответ. 2;a    0,5 0;a   2a  . 

 
Рис. 4 

y

x

10

O
2–2

        
 а б 

Рис. 5 

–6

y

x

10

O–2

6

2

–1

y

x
O

–1

1

1
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1.5. Промежутки знакопостоянства 
функции 

Участки знакопостоянства функции 
),()( axfxya   при каждом фиксирован-

ном значении a  совпадают с множества-
ми решений неравенств 0),( axf  и 

0),( axf . 

Пример 8. Найти все значения а, при 
каждом из которых функция 

axxxxxf  1
2
34)( 22  

принимает:  
1) только неотрицательные значения;  
2) как положительные, так и отрица-
тельные значения. 

Решение. 1) Для неравенства 0)( xf  

имеем 1
2
34 22  xxxxa . Постро-

им график функции (см. рис. 6) 

 1
2
34)( 22 xxxxxa   









].2;5,0[ если,15,5

),;2[]5,0;( если,15,22 2

xx
xxx

 

На координатной плоскости Oxa  вы-
делим цветом множество точек, коорди-
наты которых удовлетворяют неравенст-
ву  

1
2
34 22  xxxxa . 

Последнее неравенство равносильно 
неравенству .0)( xf  Координаты точек 
незакрашенной области удовлетворяют 
неравенству .0)( xf  

На координатной плоскости Oxa  вы-
делим цветом множество точек, коорди-
наты которых удовлетворяют неравенст-
ву  

1
2
34 22  xxxxa . 

Найдем наименьшее значение функ-
ции ).(xa  Для этого сравним значения 
квадратного трехчлена 15,22 2  xx  при 

8
5

в x  и линейного двучлена 15,5 x  

при :5,0x  

78125,1
32
571

8
55,2

8
52

2














   

и 

75,11)5,0(5,5  . 

Таким образом, .
32
57

.наим a  

Прямые, параллельные оси х, полно-
стью находятся в заштрихованной облас-

ти при .
32
57

a  

2) Условие «функция принимает как 
положительные, так и отрицательные 
значения» графически интерпретируется 
следующим образом: прямые, параллель-
ные оси х, пересекают как заштрихован-
ную так и не заштрихованную области. 
Как видим из рисунка, это возможно при 

.
32
57

a  

Ответ: 1) ;
32
57

a   

2) .
32
57

a  

 

Рис. 6 

1

a

x

2

1
O
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1.6. Четность, нечетность функции 

Функция ( )y f x , заданная на множе-
стве X, называется нечетной, если вы-
полнены следующие условия: 

(1) множество X симметрично отно-
сительно начала координат; 

(2) для любого x X  справедливо ра-
венство ( ) ( )f x f x   . 

График нечетной функции симметри-
чен относительно начала координат. 

Функция ( )y f x , заданная на множе-
стве X , называется четной, если выпол-
нены следующие условия: 

(1) множество X симметрично отно-
сительно начала координат; 

(2) для любого x X  справедливо ра-
венство ( ) ( )f x f x  . 

График четной функции симметричен 
относительно оси Oy . 

Пример 9. При каждом значении а ис-
следовать на четность и нечетность 
функцию ,42)3()(  axaxf  Rx . 

Решение. Область определения функ-
ции симметрична относительно начала 
координат.  

1. Для четности функции равенство 
),()( xfxf   т.е. уравнение  

42)3(42)3(  axaaxa  
должно выполняться при всех Rx . От-
сюда получаем 3 0a  , .3a  
2. Для нечетности функции равенство 

),()( xfxf   то есть уравнение  

42)3(42)3(  axaaxa  

должно выполняться при всех .Rx  От-
сюда получаем 2 4 0a   , .2a  

Ответ: при 3a  функция четная;  
при 2a  функция нечетная;  

при 3,2  aa  функция общего вида. 

Пример 10. При каких значениях па-
раметра a  является нечетной функция  

1 1( )
2 2xf x

a
 


? 

Решение. Необходимым (но не доста-
точным) условием нечетности функции 
является выполнение при 0x   одного из 
условий: 

(а) (0) 0f  ; 
(б) функция f  не определена в нуле. 
При 0x    

1 1 3(0)
1 2 2( 1)

af
a a


  

 
. 

Условие (а) выполняется при 3a   , а 
условие (б) – при 1a   . 

Рассмотрим случай 3a   . Тогда 
1 1( )

2 3 2xf x  


. В этом случае область 

определения 2 2( ;log 3) (log 3; )fD      
не является симметричной относительно 
точки 0x  . Следовательно, при 3a    
функция не может быть нечетной. 

Если 1a   , то 1 1( )
2 1 2xf x  


 или 

2 1( )
2(2 1)

x

xf x 



. В этом случае 

( ;0) (0; )fD      симметрична отно-
сительно точки 0x  . Остается проверить 
выполнение условия ( ) ( )f x f x   . Дей-
ствительно,  

 
2 1 1/ 2 1 2 1( )

2(2 1) 2(1 2 )2 1/ 2 1

x x x

x xx
f x





  
    

 
 

2 1 ( )
2(2 1)

x

x f x
   


. 

Следовательно, при 1a    функция ( )f x  
нечетная. 

Ответ. 1a   . 

Пример 11. (МГУ, мех-мат, 2007, 
устный экзамен). При каких значениях 
параметра a  функция  

547 2

5)(5)()(   xaax xaxaxf  

является нечетной? 

Решение. Данная функция определена 
при всех значениях .Rx  

Если функция ( )f x  является нечетной, 
то выполняется равенство ( ) ( )f x f x    
или ( ) ( ) 0f x f x    при всех допустимых 
значениях х. В частности при 0x   полу-
чаем (0) 0f  .  

Для функции  
547 2

5)(5)()(   xaax xaxaxf  
имеем 

27 4 5(0) (5 5 ) 0a af a     , 
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поэтому либо 0a , но в этом случае 
функция )55()( 57   xxxxf  не явля-
ется нечетной (докажите самостоятель-
но), либо 

27 4 5 ( 6)( 2) 0a a a a         
2,

6,
a
a
 

  
 

причем обе соответствующие этим зна-
чениям параметра функции  

11 5)6(5)6()(   xx xxxf  
и 

xx xxxf   3131 5)2(5)2()(  
являются нечетными (докажите само-
стоятельно). 

Ответ. 6;2 . 

1.7. Периодичность функции 

Функция ( )y f x , x X , называется 
периодической на X , если существует 
число T , 0T  , называемое периодом 
функции ( )f x , такое, что: 
(а) числа x T  и x T  принадлежат X  
для каждого x X ; 
(б) для каждого x X  имеет место равен-
ство ( ) ( )f x T f x  . 

Если Т – период функции, то ее перио-
дом будет также и число kT , где k  – лю-
бое целое число. 

Если функции ( )f x  и ( )g x  периодиче-
ские с периодами 1T  и 2T  соответственно, 
то периодом их суммы, произведения, 
разности и частного является число T , 
кратное 1T  и 2T . 

Пример 12. При каждом значении а 
исследовать на периодичность функцию 

,3)5()( axaxf   Rx . 

Решение. Пусть Т – период данной 
функции, то есть для всех значений Rx  
выполняется равенство ( ) ( )f x T f x   
или уравнение  

axaaTxa 3)5(3))(5(  . 

Отсюда получаем ,5a  то есть функ-
ция постоянная, периодом которой явля-
ется любое ненулевое число. 

Ответ. При 5a  функция периодиче-
ская; при 5a  не периодическая. 

Пример 13. (ЛЭТИ). При каких значе-

ниях параметра а число 
2
 является пе-

риодом функции 
xa

xxf
2sin3

2cos)(


 ? 

Решение. Число 
2
 является периодом 

данной функции, если для всех допусти-
мых значениях х выполняется равенство 








 









 





2

2sin3

2
2cos

2sin3
2cos

xa

x

xa
x   

xa
x

xa
x

2sin3
2cos

2sin3
2cos





 . 

Отсюда получаем 
3 sin 2 3 sin 2a x a x     или 0a . 

В этом случае функция имеет вид 
xxf 2ctg)(  , причем, если ),(2 0 fDx   

то 





 


2

2 0x 02x ).( fD  

Ответ. 0. 

1.8. Монотонность функции 
Напомним, что если дифференцируе-

мая функция )(xf  возрастает (убывает) 
на интервале ( , )a b , то 0)(  xf   

)0)((  xf  при ( , )x a b . Это необходи-
мые условия возрастания (убывания) 
функции на интервале ( , )a b .  

Достаточные условия монотонности 
( )f x : если ( ) 0f x   на интервале ( , )a b , 

то функция ( )f x  возрастает на этом ин-
тервале; если ( ) 0f x   – убывает. 

Для доказательства строгого возраста-
ния (убывания) функции на каком – либо 
промежутке достаточно проверить, что 

( ) 0f x   ( ( ) 0)f x   на этом промежутке и 
для всех точек, кроме их конечного чис-
ла, ( ) 0f x   ( ( ) 0)f x  . 

Пример 14. При каждом значении па-
раметра а исследовать на монотон-
ность функцию  

.518)39(2)( 23  axxaxxf  
Решение. Найдем производную 
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).)(3(618)618(6)( 2 axxaxaxxf   
Пусть 3a , тогда неравенство 

0))(3(  axx  выполняется на множе-
стве );[]3;(  a , а неравенство 

0))(3(  axx  – на промежутке ].;3[ a  
Если 3a , то неравенство 

0))(3(  axx  выполняется на множе-
стве );3[];(  a , а неравенство 

0))(3(  axx  – на промежутке ].3;[ a  
Для 3a  производная 0)3(6 2 x  

при всех Rx . 
Ответ. Функция при 3a  убывает на 

]3;[ a  и возрастает на промежутках 
];( a  и );;3[   при 3a  убывает 

на ];3[ a  и возрастает на ]3;(   и 
);;[ a  при 3a  возрастает на R. 

Замечание. Иллюстрация ответа (см. 
рис. 7) дополнительно демонстрирует ме-
тод областей при решении выше приве-
денных неравенств. Например, при 

5a  неравенство 0f  выполняется 
на множестве );3[]5;(  , а не-
равенство 0f  – на промежутке 

].3;5[   

Пример 15. При каких значениях па-
раметра a  функция ( ) siny x x ax   убы-
вает на всей числовой прямой? 

Решение. Функция ( ) siny x x ax   
дифференцируема на R . Ее производная 
равна ( ) cosy x x a   . Функция убывает 
на всей числовой прямой, если для всех x  
выполняется условие 0y   или cos x a . 
Это возможно, если 1a  .  

Если 1a  , то cos 1x   при kx  2 , где 
Zk . При переходе через эти точки 

производная не меняет знака. Следова-
тельно, функция монотонно убывает на 
всей числовой прямой. 

Ответ. 1a  . 

Пример 16. Найти все значения p  
такие, что функция 533  xxy  убы-
вает на интервале )5,0;( pp . 

Решение. Функция 533  xxy  
определена и дифференцируема на R . Ее 
производная равна 

2( ) 3 3 3( 1)( 1)y x x x x        . 

Функция убывает, если выполняется 
условие ( ) 0y x  . Неравенство 

3( 1)( 1) 0x x     справедливо при 
( ; 1] [1; )x     . Следовательно, 

функция убывает на промежутках 
( ; 1]   и [1; ) . Интервал ( ; 0,5)p p   
целиком попадает в один из промежутков 
убывания, если либо 0,5 1p    , либо 

1p  , т.е. при ( ; 1,5] [1; )p     . 
Ответ. ( ; 1,5] [1; )    . 

Пример 17. При каких значениях па-
раметра а функция 

5)32()( 23  xaaxxxf  
возрастает на );2[  ? 

Решение. Функция )(xf  определена и 
непрерывна на всей числовой прямой.  

Найдем её производную 
.3223)( 2  aaxxxf  

Условие задачи будет выполняться в 
следующих двух случаях: 

1) уравнение 03223 2  aaxx  
имеет не более одного корня, т.е. 
дискриминант  0962 aaD  

;233233  a  
2) оба корня этого уравнения не 

больше 2, что равносильно системе 














;2
,0)2(

,0

вx
f
D

   















;2
3

,032412
,0962

a
aa

aa

   

  .233 a  

 
Рис. 7 
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Объединяя полученные значения па-
раметра, запишем ответ. 

Ответ: .233 a  

Пример 18. (ЕГЭ, 2010). Найти наи-
меньшее значение параметра a , при ко-
тором функция  

|1||5||2|379  xaxaxxy  

является неубывающей на всей числовой 
прямой. 

Решение. Функция  
|1||5||2|379  xaxaxxy  

определена на всей числовой прямой. 
Пусть 0a . Данная функция при каж-
дом значении параметра a  является ку-

сочно-линейной. Точки 
aa
5,2,1   раз-

бивают числовую прямую на промежут-
ки, на каждом из которых функция явля-
ется линейной. В таблице представлены 
знаки подмодульных выражений на каж-
дом из промежутков. 

При раскрытии модулей получаем: 
если 1x , то y  задается формулой  

 156379 xaxaxxy  
7)26(  xa ; 

если 
a

x 21  , то  

 156379 xaxaxxy
9)28(  xa ; 

если 
a

x
a

52
 , то  

 156379 xaxaxxy
21)48(  xa ; 

если 
a

x 5
 , то  

 156379 xaxaxxy
11)28(  xa . 

Для того чтобы функция не убывала, 
необходимо и достаточно, чтобы все по-

лученные значения угловых коэффици-
ентов прямых были неотрицательными. 
Получаем систему 





















028
,048
,028
,026

,0

a
a
a
a

a

02  a . 

Отсюда получаем наименьшее значе-
ние параметра, равное 2 . Так как по 
условию задачи нужно найти наимень-
шее значение a , то случай 0a  рас-
сматривать не нужно. 

Ответ. 2 . 

1.9. Экстремум функции 
Критическая точка – это внутренняя 

точка области определения функции, в 
которой производная равна нулю или не 
существует. 

Точки минимума и максимума назы-
ваются точками экстремума. Экстре-
мумом функции называется ее значение 
в точках локального минимума или мак-
симума. 

Критические точки – это точки, прове-
ряемые на экстремум. Для выяснения на-
личия в данной точке экстремума надо 
исследовать знак производной функции в 
точках, близких критической и находя-
щихся слева и справа от нее. Если произ-
водная функции меняет знак с «плюса» 
на «минус», то в этой точке достигается 
максимум, а если с «минуса» на «плюс» – 
минимум. 

Пример 19. При каждом значении па-
раметра а исследовать на экстремумы 
функцию  

.518)39(2)( 23  axxaxxf  

Решение. В примере 14 показано ис-
следование данной функции на монотон-
ность.  

Если 3a , то производная функции 
(см. рис. 7) при переходе через точку 

ax   меняет знак с плюса на минус, а 
через точку 3x  – с минуса на плюс. 
Значит, при 3a  функция имеет мак-

 ( ; 1)   21;
a

   
 

 2 5;
a a

   
   

5 ;
a

   
   

1x    + + + 
2ax   + +   
5ax   + + +  
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симум 59)( 23
max  aaaff  и ми-

нимум .3227)3(min  aff   
Аналогично, используя рисунок, за-

пишем ответ для других значений а. 

Ответ. При 3a  функция имеет два 
экстремума: максимум  )(max aff  

59 23  aa  и минимум  )3(min ff  
;3227  a  при 3a  функция имеет 

два экстремума: максимум  )3(max ff  
3227  a  и минимум  )(min aff  
59 23  aa ; при 3a  функция воз-

растает на R и не имеет экстремумов. 
Пример 20. При каких значениях па-

раметра a  максимум функции  

1)9(3)7(3)( 223  xaxaxxy  

достигается в точке, абсцисса которой 
положительна? 

Решение. Если точка 0x  – точка мак-
симума, то 0x  – корень уравнения 

( ) 0y x   или 0)9(3)7(63 22  axax  
и при переходе через эту точку произ-
водная меняет знак с плюса на минус.  

Найдем корни уравнения 

.0)9()7(2 22  axax  

При 58 14 0a   или 29 / 7a   имеем 

1 ( 7) 58 14x a a     и 2 ( 7) 58 14x a a    .  

Так как коэффициент при 3x  положи-
тельный, то левый экстремум есть точка 
максимума. Решим неравенство 1 0x  , 
т.е.  

7 58 14a a    (*). 

Так как должно выполняться условие 
29
7

a  , то неравенство (*) не имеет смыс-

ла, поскольку левая его часть отрица-
тельна, а правая неотрицательна. Следо-
вательно, неравенство (*) не имеет реше-
ний. 

Ответ. Таких a  не существует. 

Пример 21. При каких значениях a  
точка 0x a  является точкой минимума 
функции 3 2( ) 2 3( 1) 6 1y x x a x ax     ? 

Решение. Если 0x a  является точкой 
минимума, то 0x a  есть корень уравне-
ния 2( ) 6 6( 1) 6 0y x x a x a       и при пе-
реходе через эту точку производная ме-
няет знак с минуса на плюс. Найдем кор-
ни уравнения 2 ( 1) 0x a x a    . 

Имеем 1 1x   и 2x a , т.е. 0x a  явля-
ется точкой экстремума (см. рис. 8а, б) и 

( 1)( )y x x a    . Правая из точек экстре-
мума есть точка минимума. Следователь-
но, при 1a   точка 0x a  является точкой 
минимума функции. 

Ответ. 1a  . 

Пример 22. Найти все а, при которых 
минимум функции  

|2|||3)( 2  xxaxxf  
меньше 2. 

Решение. Точки ,2  1 и а разбивают 
числовую прямую на интервалы, на каж-
дом из которых при раскрытии знаков 
модулей функция ( )f x  совпадает с од-
ной из следующих квадратичных функ-
ций:  

,234)( 2  axxxf  
,232)( 2  axxxf  
,232)( 2  axxxf  
.234)( 2  axxxf  

График каждой из них – парабола с 
вершиной либо в точке 2x , либо в 
точке 1x . Данная функция на проме-
жутке ]1;2[  имеет вид )(xf  

,2 cbxx   а вне этого промежутка – 
.)( 2 edxxxf   Отсюда следует, что 

функция )(xf  убывает на промежутке 

 
а 

 
б 

Рис. 8 

f (x)
f(x)

+ +
x1 a

т. max т. min

a >1

f (x)
f(x)

+ +
x1a

т. max т. min
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]2;(   и возрастает на промежутке 
);1[  , и может иметь минимум только в 

одной из точек промежутка ]1;2[ . 
Если точка ax   не принадлежит ин-

тервалу )1;2( , то график функции будет 
иметь одну параболу на отрезке ]1;2[  
(см. рис. 9а и 9б) и функция имеет мини-
мум либо в точке 2x , либо в точке 

1x . 

 
Пусть точка ax   

принадлежит интер-
валу )1;2( , тогда 
график данной функ-
ции содержит две пе-
ресекающиеся пара-
болы (см. рис. 9в) на 
этом промежутке, и 
функция имеет ми-
нимум в точке ax  .  

Получаем усло-
вия: 
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Ответ. .
3
5;01;

3
8














 a  

Пример 23. (ЕГЭ, 2010). Найти все 
значения а, при каждом из которых 
функция  

xaxxxf 9||)( 22   

имеет более двух точек экстремума. 
Решение. Данная функция имеет сле-

дующий вид 












. если,10
, если,8

)(
222

222

axaxx
axaxx

xf  

График этой функции (см. рис. 10) со-
стоит из частей парабол, заданных на 
промежутках ];( 2a  и ).;[ 2 a  Функ-
ция 22 8)( axxxg   имеет минимум 
при 4x , а функция 22 10)( axxxh   
имеет минимум при .5x  В точке экс-
тремума меняется характер монотонно-
сти функции (см. рис. 10), поэтому дан-
ная функция будет иметь еще один экс-
тремум, если выполняется условие 

,54 2  a  ,5||2  a  25  a  
или .52  a  

Замечание. Можно предложить такое 
рассуждение. Функция 22 8)( axxxg   
задает семейство парабол с координатами 
вершины ),16;4( 2a  а функция 

 

Рис. 10 
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x x

 
 а б 

Рис. 9 
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22 10)( axxxh   задает семейство па-
рабол с координатами вершины 

).25;5( 2a  Условие задачи выполняет-
ся, если имеет решение система нера-
венств:  








в

в

)4(
)5(

gh
hg

   









22

22

1624
2515

aa
aa

    












4
5

2

2

a
a

   










.52

,25

a

a
 

Ответ. ;25  a  .52  a  

1.10. Наибольшее (наименьшее)  
значение функции 

Для определения наибольшего и наи-
меньшего значений функций на отрезке 
используется теорема Вейерштрасса: 
функция, непрерывная на отрезке [ ; ]a b , 
имеет наибольшее и наименьшее значе-
ния, которые достигаются либо в кри-
тических точках, либо на концах отрез-
ка. 

Для определения наибольшего и наи-
меньшего значений функций на незамк-
нутом промежутке используется теорема: 
если функция, непрерывная на интервале 
( ; )a b , имеет в этом интервале только 
одну точку экстремума – точку 1x  и, ес-
ли 1x  – точка максимума, то 1( )f x  – 
наибольшее значение функции ( )f x  на 
интервале ( ; )a b ; если 1x  – точка мини-
мума, то 1( )f x  – наименьшее значение 
функции ( )f x  на интервале ( ; )a b . 

Если существует точка 0x  из множест-
ва M , )( fDM  , такая, что при любом 
x  из множества M  имеет место неравен-
ство 

0( ) ( )f x f x  ( 0( ) ( )f x f x ), 

то говорят, что функция ( )y f x  на мно-
жестве M  принимает свое наименьшее 
(наибольшее) значение 0( )f x . 

Если функция ( )y f x  возрастает 
(убывает) на отрезке [ , ]a b , то наимень-
шее (наибольшее) значение она принима-
ет в точке x a , а наибольшее (наимень-
шее) значение – в точке x b . 

Пример 24. Найти наибольшее значе-
ние функции 224 6)( aaxxxf   на от-
резке ]1;2[  в зависимости от парамет-
ра а.  

Решение. Найдем производную функ-
ции ).3(4124)( 23 axxaxxxf   Для 
исследования знаков значений производ-
ной используем метод областей. Для это-
го на координатной плоскости Оха изо-
бразим график уравнения ,0)3(4 2  axx  
состоящий из прямой 0x  и параболы 

3

2xa  . Эти линии разбивают коорди-

натную плоскость на четыре области (см. 
рис. 11), в каждой из которых значение 
выражения )3(4);( 2 axxaxF   имеет 
постоянный знак. Для определения знака 
выберем контрольную точку (2;0): 

.032;32)04(24)0;2( F  Далее ис-
пользуя свойство знакочередования зна-
чений выражения, расставляем знаки в 
остальных областях. Теперь исследуем 
смену знака производной. 

Если ,0a  то при переходе через точ-
ку 0x  знак производной меняется с 
минуса на плюс. Поэтому 0x  есть точ-
ка минимума. Наибольшее значение 
функции )(xf  достигается либо в точке 

2x , либо в точке .1x  В силу четно-
сти функции )(xf  на R  и возрастания на 
промежутке );0[   имеем 

)1()2()2( fff  . Значит, 
.1624)2()(max 2

]1;2[



aafxf  

Пусть ,0a  тогда функция )(xf  име-
ет точку максимума 0x  и две точки 
минимума ax 3 , ax 3  (см. рис. 
11). В силу четности функции )(xf  на R  

 
Рис. 11 

1

a

x
1

O

a=
x2 3



+

+







+



Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Функция и параметр 

16 
20.05.2012. www.alexlarin.net 

и убывания на промежутке ]3;0[ a  по-
лучаем ).3()3()0( afaff   Срав-
ним значения ,)0( 2af    )2(f  

16242  aa  и .16)1( 2  aaf  

1. 






),1()0(

),2()0(
ff
ff












,16
,1624

22

22

aaa
aaa

 

3
2

,
6
1

,
3
2















 a

a

a
. 

2.


















,161624
,1624

),1()2(
),0()2(

22

22

aaaa
aaa

ff
ff

3
20

,
6
50

,
3
20















 a

a

a
. 

3.


















,162416
,16

),2()1(
),0()1(

22

22

aaaa
aaa

ff
ff















,
6
5

,
6
10

a

a
 Нет решений. 

Отсюда получаем ответ. 

Ответ. Если ,
3
2

a  то 

;1624)2()(max 2

]1;2[



aafxf   

если ,
3
2

a  то .)0()(max 2

]1;2[
afxf 


 

Пример 25. Найти наибольшее и наи-
меньшее значения функции  

xaxaxy cos)1(sin2)( 2  . 

Решение. Преобразуем выражение, 
используя метод введения вспомогатель-
ного аргумента.  

Заметим, что 1)1(4 2222  aaa . 

 xaxaxy cos)1(sin2)( 2  
2

2
2 2

2 1( 1) sin cos
1 1

a aa x x
a a

 
      

 

2( 1)(cos sin sin cos )a x x      
2( 1) sin( )a x    , 

где 
1

2arccos 2 


a
a . Так как наибольшее 

значение )sin( x  равно 1, а наимень-
шее значение равно 1 , то, следователь-
но, наибольшее значение функции 

xaxaxy cos)1(sin2)( 2   равно 12 a , 
а наименьшее равно )1( 2  a . Точек, где 
принимаются наибольшее и наименьшее 
значения, бесконечно много. 

Ответ. 1),1( 2
.наиб

2
наим.  ayay . 

Пример 26. При каких положитель-
ных значениях a  наименьшее значение 
функции axxxy )(  равно 6 3 ? 

Решение. ).;[)(  ayD  Функция 
axxxy )(  дифференцируема при 

x a   и  
3 2( )

2 2
x x ay x x a
x a x a

    
 

. 

При 
3

2ax   имеем ( ) 0y x  . Если 

3
2axa  , то производная отрица-

тельна, а если 
3

2ax  , то положительна. 

Следовательно, 
3

2
0

ax   – точка мини-

мума. На отрезке 



 

3
2; aa  функция 

является убывающей (см. рис. 12).  

Найдем значение функции в точке 

3
2

0
ax  ; имеем 0

2( )
3 3
a ay x   . Решим 

уравнение 2 6 3
3 3
a a

   . После возве-

 

Рис. 12 

y (x)
y(x)

+
x– a
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дения в квадрат обеих его частей полу-

чим 34 108
27

a   или 9a  . 

Ответ. 9a  . 

Пример 27. (ЕГЭ, 2010). Найти все 
значения a , при каждом из которых 
наибольшее значение функции  

xaxxxf  ||11)( 2  

на отрезке ]7;8[  не принимается ни на 
одном из концов этого отрезка. 

Решение. 1. Функция f  определена и 
непрерывна на всей числовой прямой, и 
имеет вид: 

)(xf  










.если,1110
,если,1112

2

2

axaxx
axaxx

 

2. Производная функции равна 
122)(  xxf  при ax   и  )(xf  

102  x  при ax  . Отметим, что в точ-
ке ax   функция не имеет производной, 
так как равенство 102122  xx  не вы-
полняется ни при каком значении x . Про-
изводная функции не существует в точке 

ax   и может равняться нулю в точках 
5x  и 6x  при соответствующем 

расположении их относительно ax  .  

Рассмотрим случаи взаимного распо-
ложения этих точек на числовой прямой 
(см. рис. 13) и характер поведения функ-
ции на каждом из промежутков числовой 

прямой, на которые точки ax  , 5x  
и 6x  ее разбили.  

3. Условию задачи удовлетворяет 
только случай 65  a , соответствую-
щий рис. 13б, при выполнении условий  








)()7(
),()8(

aff
aff

  












aaa
aaa

22

22

11)7(12)7(
,11)8(10)8(
   




















.0)7)(5(
,0)2)(8(

03512
,01610

2

2

aa
aa

aa
aa

 

Отсюда с учетом 65  a  получаем 
52  a . 

Ответ. 52  a . 

Для решения следующих задач сфор-
мулируем несколько утверждений, по-
лезных при решении задач (их обоснова-
ние проведите самостоятельно). 

Пусть функция )(xf  задана на неко-
тором промежутке и наимf  ее наименьшее 
значение на этом промежутке. Тогда: 

1) условие того, что наименьшее зна-
чение функции )(xf  больше числа c  
равносильно тому, что неравенство 

cxf )(  выполняется при всех х из этого 
промежутка; 

2) условие того, что наименьшее зна-
чение функции )(xf  меньше числа c  
равносильно тому, что неравенство 

cxf )(  выполняется хотя бы при одном 
значении х из этого промежутка; 

Пусть функция )(xf  задана на неко-
тором промежутке и наибf  ее наибольшее 
значение на этом промежутке. Тогда: 

3) условие того, что наибольшее зна-
чение функции )(xf  меньше числа c  
равносильно тому, что неравенство 

cxf )(  выполняется при всех х из этого 
промежутка; 

4) условие того, что наименьшее зна-
чение функции )(xf  больше числа c  
равносильно тому, что неравенство 

cxf )(  выполняется хотя бы при одном 
значении х из этого промежутка. 

 
Рис. 13а 

 
Рис. 13б 

 
Рис. 13в 

 xa
f    +
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Пример 28. Найти все значения а, при 
которых наибольшее значение функции  

|2||1|2 axaxy   

меньше 2. 

Решение. При любом раскрытии зна-
ков модулей функция является линейной, 
причем на левом и на правом крайних 
интервалах функция имеет вид постоян-
ной функции 23  ay  и 23  ay  
соответственно. На промежуточном ин-
тервале функция ограничена, поэтому 
функция может принимать наибольшее 
значение на крайних интервалах. Отсюда 
получаем: 








,223
,223

a
a

   










.
3
4

,0

a

a
 

Ответ. .0
3
4

 a  

Пример 29. (МИОО, 2010). Найти все 
такие а, что наименьшее значение функ-
ции 

 

меньше 4. 
Решение. Переформулируем задачу: 

найти все такие а, что неравенство  

04|32|||4 2  xxax   

имеет хотя бы одно решение.  
Перепишем неравенство  

|32|
4
11|| 2  xxax . 

График непрерывной функции 

 |32|
4
11)( 2 xxxg
















]1;3[ ,25,05,025,0
),;1[
]3;( ,75,15,025,0

если

если

2

2

xxx

xxx

 

состоит из частей парабол. Формула 
||)( axxya   задает семейство функ-

ций, графики которых получаются из 
графика функции || xy   сдвигом на a  

единиц вдоль оси Ох. Для решения зада-
чи необходимо найти те промежутки, на 
которых имеются точки графика 

||)( axxya  , расположенных ниже 
графика )(xg .  

На рис. 14 отмечены три пограничных 
положения графика ||)( axxya  .  

Если  то графики имеют одну 
общую точку. Аналитически это можно 
показать, решив на промежутке  
уравнение  

 25,05,025,0|1| 2 xxx  
.|1|25,0|1| 2 xx  

Другие граничные значения а найдем 
из условий касания графиков: 


















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



























)()(
,15,05,0

),()(
,15,05,0

)()(
,1)(

),()(
,1)(

00

0

00

0

00

0

00

0

xgxy
x

xgxy
x

xgxy
xg

xgxy
xg

a

a

a

a

 



































.1|3|
,1|1|

)3()3(
,3

),1()1(
,1

0

0

a
a

gy
x

gy
x

a

a  

Отсюда получаем значения 4a  или 
 для которых . 

Теперь из рисунка 14 получаем искомые 
промежутки:  

Ответ.  

324)( 2  xxaxxf

,1a

 1;3

,2a     ;13;x

.)2;1()1;4( 

.)2;1()1;4( 

 
Рис. 14 

y

xO

I

II

1–3 –1

III

y=1 |x2+2x–3|4
1

1
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Пример 30. Найти все значения а, при 
каждом из которых наименьшее значе-
ние функции  

|78|4)( 2  xxaxxf  

больше 1. 

Решение. Переформулируем задачу: 
найти все такие значения а, что нера-
венство  

 1|78|4 2 xxax  
|78|14 2  xxax  

имеет решение при всех значениях Rx .  

При этих условиях график функции 
axxg 4)(   расположен выше графика 

функции |78|1)( 2  xxxf  при всех 
значениях .Rx  

Построим график функции
 

(см. рис. 
15)  

2( ) 1 | 8 7 |f x x x    

 2

2

8 6,если ( ;1] [7; ),
8 8,если [1;7].

x x x
x x x

       
  

 

Функция с параметром axaxg 4);(   
задает семейство прямых, проходящих 
через начало координат (пучок прямых с 
центром (0; 0)).  

На рисунке 15 отмечены две прямые 
из этого пучка, каждая из которых распо-
ложена не ниже графика функции )(xf  и 
имеет с ним одну общую точку. Первая 
прямая проходит через точку (1; 1), по-

этому получаем угловой коэффициент 
первой прямой .141  ak  

Вторая прямая касается графика функ-
ции 682  xxy , заданной при 

).1;(x  Из условия касания найдем 
угловой коэффициент второй прямой: 


















,468

,482
),()(

,4)(

00
2
0

0

00

0

axxx

ax
xgxy

akxy












.6284

,60

ak

x
 

Отсюда имеем угловой коэффициент 
второй прямой .62842  ak  

Условию задачи удовлетворяют все 
прямые axaxg 4);(  , для которых вы-
полняется неравенство ,21 kkk   

,62841  a  .
2

64
4
1 

 a  

Ответ. .
2

64
4
1 

 a  

Пример 31. (ЕГЭ, 2012). Найти все 
значения a, при каждом из которых наи-
меньшее значение функции 

2 2( ) 4 4 2 2f x x ax a a      

на множестве 1 | | 3x   не меньше 6. 

Решение. Формулу, с помощью кото-
рой задана функция, приведем к виду 

2( ) (2 ) 2 2f x x a a    . Функция ( )f x  

убывает на промежутке ;
2
a    

, воз-

растает на ;
2
a    

, в точке 
2
ax    

имеет минимум, равный 2 2 .a  

1. Пусть точка минимума 3
2
a

   , т.е.

6a  , тогда наименьшее значение функ-
ции ( )f x  на множестве [ 3; 1] [1;3]    
равно 2( 3) 14 38.f a a     

Согласно условию задачи имеем 

2

6,
7 17

14 38 6
a

a
a a


  
  

. 

 
Рис. 15 

x

y

1 5
1

3
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2. Если точка минимума 3
2
a

  , т.е. 

6a   , тогда наименьшее значение 
функции ( )f x  на множестве 
[ 3; 1] [1;3]    равно 2(3) 10 38.f a a    

Согласно условию задачи имеем 

2

6,
6

10 38 6
a

a
a a
 

  
  

. 

3. Для точки минимума 1 1
2
a

    , 

т.е. при 22  a , наименьшее значение 
функции ( )f x  на множестве 
[ 3; 1] [1;3]    равно 2( 1) 6 6f a a     
или 2(1) 2 6.f a a    

Согласно условию задачи имеем 

2

2

2 2,
6 6 6 0
2 6 6

a
a a a
a a

  
     
   

. 

4. Пусть для точки минимума выпол-

няются условия 3 1
2
a

      или 

1 3
2
a

   , т.е. 

2 6,
6 2

a
a

 
   

. 

В этом случае наименьшее значение 
функции ( )f x  на множестве 

[ 3; 1] [1;3]    равно 2 2
2
af a    

 
.  

Согласно условию задачи имеем 

2 2 6,
6 22 6,

6 2

a
aa

a

 
      
    

. 

Объединяя полученные значения па-
раметра, получим ответ.  

Ответ. ( ; 2] {0} [7 17; ).       

1.11. Множество значений функции 
Множеством значений функции 

)(xf  (обозначается )( fE ) называется 
множество всех Ra , для которых су-
ществует хотя бы одно )( fDx  такое, 
что axf )( . 

Замечание. Знание области значений 
функции оказывается полезным при ре-
шении уравнений и неравенств в сле-
дующих случаях. 

(1) Уравнение axf )(  имеет реше-
ние, если ( )a E f ; 

(2) Неравенство: 
● axf )(  ( axf )( ) имеет решение, 

если найдется )( fEb  такое, что ab    
( ab  );  

● axf )(  ( axf )( ) имеет решение, 
если найдется )( fEb  такое, что ab    
( ab  ). 

(3) Уравнение ( , ) ( , )f x a g x a  имеет 
решение, если ( ) ( )E f E g  . В случае, 
когда ( , )f x a M , а ( , )g x a M  для всех 
допустимых значений x  и a , то  

( , ) ,
( , ) ( , )

( , ) .
f x a M

f x a g x a
g x a M


   

 

Последнее свойство (ограниченность 
левой и правой частей) используется и при 
решении или доказательстве неравенств. 

Пример 32. Найти множество значе-
ний функции ( ) log cosaf x x . 

Решение. Область определения функ-
ции )(xf  задается неравенством 

0coslog xa , которое равносильно сово-
купности двух систем: 








1cos0
,10

x
a

 (I)  и  







.1cos
,1

x
a

  (II) 

Для системы (I) при 10  a  получа-

ем Z





 kkxk ,2
2

2
2

. Соот-

ветственно, на этих промежутках функ-
ция )(xf  будет принимать все значения 
из промежутка );0[  , так как для лю-
бого 0M  найдется x  такое, что будет 
выполняться равенство  

M
a axMx  coscoslog . 
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Для системы (II) получаем 

Z kkxx ,21cos , при 1a . 

Отсюда при каждом Zk  получаем 
01log2coslog)2(  aa kkf . Та-

ким образом, множество значений дан-
ной функции состоит из одного числа 0 . 

Ответ. При }1{]0;( a   
функция не определена; при 10  a  

);0[)( fE ; при 1a  }0{)( fE . 

Пример 33. (МИОО, 2010). Найти все 
значения а, при каждом из которых 
множество значений функции  

 

лежит на интервале . 

Решение. Условие задачи приводит к 
неравенству вида 

 

Так как квадратный трехчлен 
 принимает положительные 

значения при всех значениях х, то прихо-
дим к двойному неравенству  

 
затем к системе 











.02)3(2
,04)3(4

2

2

xax
xax

 

Для выполнения неравенств при всех 
значениях х необходимо и достаточно по-
ставить условия на дискриминанты 1D  и 

2D  квадратных трехчленов 24x
4)3(  xa  и 2)3(2 2  xax  соответ-

ственно: 












016)3(

,064)3(
2

2

2
1

aD
aD

 


















434
,838

4|3|
,8|3|

a
a

a
a

 

.15
17

,115









 a
a
a

 

Ответ: 15  a . 

Пример 34. (МГУ, 1999). Найти все 
значения параметра р, при каждом из 
которых множество значений функции  

75
3)( 2 




xx
pxxf  

содержит полуинтервал . Опреде-
лить при каждом таком р множество 
значений функции   

Решение. Обозначим  и рас-
смотрим какие значения принимает пе-
ременная у. 

Значение  получаем при  

причем  при всех значени-
ях х. Пусть  Из равенства 

75
3

2 



xx
pxy  получаем квадратное 

уравнение 

 

которое имеет решение, когда дискрими-
нант 0)7(4)35()( 2  pyyyyD . 
Получаем квадратное неравенство  

09)430(3 2  pyy . 

Таким образом, множество )( fE  зна-
чений функции f  – отрезок между кор-
нями квадратного трехчлена 

9)430(3)( 2  pyyyg  (по теореме 
Виета произведение этих корней равно 

 так что корни имеют разные знаки, и 
отрезок между ними всегда содержит 
точку 0y , которую на время исключи-
ли). 

Отрезок  содержит полуинтервал 
 в том и только том случае, если  

 

 

При 9p  имеем ,0)32(3)( 2  yyyg  
причем  и . 

Ответ: ]3;1[)(;9  fEp . 

1
1)( 2

2





xx

axxxf

)3;3(

.3
1
13 2

2






xx

axx

12  xx

),1(31)1(3 222  xxaxxxx

 3;1

).(xf

yxf )(

0y ,
3
px 

0752  xx
.0y

,07)35(2  pyxyyx

,3

)( fE
 3;1







0)3(

0)1(
g
g









09)430(327
09)430(3

p
p










9
9

p
p

 .9p

0)3()1(  gg  3;1)( fE
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Пример 35. (МГУ, 2005). Найти все 
значения параметра а, при каждом из 
которых функция  

xa
axxf

sin24
sin4)(



  

принимает все значения из отрезка .  

Решение. Выполнив замену  
приходим к такой переформулировке за-
дачи: при каких значениях параметра а 

уравнение 
ta

aty
24

4



  имеет корень на 

отрезке  для любого   
Решая это уравнение относительно t, 

получаем  Значе-

ние  не удовлетворяет условию. 
При  функция  монотонно воз-
растает на отрезке , а t при этом при-

нимает значения от  до 

 Из условия  получаем сис-

тему неравенств  

.22
2||
,4||

1
2

,1
4























a

a
a

a

a

 

С учетом ограничения  получаем 
ответ. 

Ответ: ( 2;0) (0;2)  . 

Пример 36. Найти все значения пара-
метра а, для которых отрезок  2;1  при-
надлежит области значений функции 

ax
xxf



 24
1)( .  

Решение. Определим значения пара-
метра a , при которых функция будет 
принимать значения 1 и 2. Это условие 
соответствует тому, что система уравне-
ний  


























2
4

1

,1
4

1

2)(
,1)(

2

2

ax
x

ax
x

xf
xf

 

будет иметь решение.  

На области допустимых значений, за-
данной условием ,04 2  ax  последняя 
система равносильна следующей 











.0128
,014

2

2

axx
axx

 

Первое уравнение последней системы 
имеет решение при 016171  aD , т.е. 

при 
16
17

a , а второе уравнение – при 

064332  aD , т.е. при 
64
33

a . Сле-

довательно, при 
64
33

a  числа 1 и 2 бу-

дут принадлежать множеству )( fE  и со-
ответственно приниматься: 

значение 1 в точках 
8

16171
2,1

ax 
 ; 

значение 2 в точках 
16

64331
4,3

ax 
 . 

Так как при 0a  функция )(xf  опре-
делена и непрерывна при всех Rx , то 

все 





 0;

64
33a  удовлетворяет условию 

задачи. 

При 0a  




  ;

16
1)( fE  (убеди-

тесь в этом самостоятельно), т.е. 0a  
также удовлетворяет условию задачи. 

При 0a  функция )(xf  имеет две 

точки разрыва 
4
ax   и 

4
ax  . Пока-

жем, что отрезок  принадлежит 
множеству значений функции на проме-

жутке 







;

4
a . Рассмотрим значения 

4464
17

8
1

8
16171

2
aaax 


  и 

44256
33

16
1

16
64331

3
aaax 




такие, что 1)( 2 xf , а 2)( 3 xf .  
В силу непрерывности функции на 

рассматриваемом промежутке функция 

 1;0

,sin tx 

 1;1  ?1;0y

).(
)2(2

92 yf
y

aat 




0a
0a )( yf

 1;0

4
)0( af 

.
2

)1( af  1t

0a

 2;1
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)(xf  принимает все значения из отрезка 
)]();([ 32 xfxf , т.е. из отрезка . 

Ответ: .
64
33

a  

Пример 37. (МИОО, 2010). Найти все 
значения параметра, при каждом из ко-
торых среди значений функции 

2

2

6
2

x
axxy




  есть ровно одно целое 

число. 

Решение. Функция определена и не-
прерывна при всех .Rx  Выделим це-

лую часть .
6

621 2x
axy




  Отсюда сле-

дует, что при любом а среди значений 
функции есть число 1, для этого доста-
точно выполнения условия 062  ax  

или .
2

6


ax  

Теперь поставим условия, при которых 
множество значений данной функции со-
держатся в промежутке (0; 2) при всех 
значениях .Rx  





 2

6
6210 2x

ax
 





 1

6
621 2x

ax
 
 22 6626 xaxx  













0122
02

2

2

axx
axx

 










0121

01

2

1

aD
aD

 

.111
11
1









 a
a
a

  

Ответ:  

1.12. График функции 
График функции – один из основных 

(наряду с таблицей, формулой, алгорит-
мом) способов задания функции: множе-
ство точек плоскости с прямоугольными 
координатами ( ; )x y , где ( )y f x  – 
функция от x  из области определения 
этой функции. 

Пример 38. Построить график функ-
ции |4||5|)( 2  xxxf  и с его помощью 
определить множество значений, прини-
маемых функцией в двух, трех и более 
точках; а также определить максималь-
ное число корней уравнения axf )( . 

Решение. Имеем  |4||5|)( 2 xxxf  













0если|,45|
,0если|,45|

2

2

xxx
xxx












.0если|,25,2)5,2(|
,0если|,25,2)5,2(|

2

2

xx
xx

 

С помощью элементарных преобразо-
ваний строим графики функции )(xf

|25,2)5,2(| 2  x  ( 
 22 )5,2( xx

ГГ  

|25,2)5,2(|25,2)5,2( 22 


xx
ГГ ) и берем его 

часть при .0x  Аналогично для функции 
|25,2)5,2(|)( 2  xxf  при 0x  (см. 

рис. 16). 

Проводя прямые ay  , убеждаемся, 
что при 0a  они не имеют общих точек 
с графиком функции )(xf ; при 0a  
имеют четыре общие точки; при 

25,20  a  – восемь; при 25,2a  – 
шесть; при 425,2  a  – четыре; при 

4a  – три; при 4a  – две. 

 2;1

.111  a
 

Рис. 16 

1

y=2,25

y

x
1

O–2,5

y=x2+5x+4 y=x2–5x+4

y=4

y=a

2,5

–2,25

4

y=|x2–5|x|+4|

y=0
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Ответ. );0[)( fE ; значение 0 
принимается в четырех точках; каждое 

значение из интервала (0; 2,25) – в вось-
ми; значение 2,25 – в шести; каждое зна-
чение из интервала (2,25; 4) – в четырех; 
значение 4 – в трех; все остальные – при 

двух различных значениях x . Макси-
мальное число корней равно восьми. 

Пример 39 (МИОО, 2010). Найти все 
значения a , при каждом из которых гра-
фик функции axxxxf  |32|)( 22  
пересекает ось абсцисс более чем в двух 
различных точках. 

Решение. Данная задача может быть 
переформулирована следующим образом: 
найти все значения a , при каждом из 
которых уравнение axxx  |32| 22  
имеет более двух корней.  

Или по-другому: график функции 
|32|)( 22  xxxxg имеет с прямой 

aya   более двух общих точек. 

Раскрывая модули в выражении, стоя-
щем в левой части уравнения, получим  

 |32|)( 22 xxxxg  









.13если,5,3)5,0(2
,1или3если,32

2 xx
xxx

 

Построив на плоскости Oxy  график 
функции )(xg  (см. рис. 17), замечаем, 
что уравнение axg )(  имеет более двух 
корней при выполнении условий 

15,3  a . 
Ответ. 15,3  a . 

В следующей задаче используются ус-
ловия касания графиков функций 

( )y f x  и ( )y g x , вытекающие из того, 
что в точках касания графиков совпадают 
значения их ординат и графики имеют 
общую касательную, т.е. совпадают зна-
чения производных от функций в точке 
касания. Отсюда следует, что абсциссы 
точек касания графиков могут быть най-
дены из системы уравнений  

( ) ( ),
( ) ( ).

f x g x
f x g x


  

 (*) 

Пример 40. (МИЭТ). При каких зна-
чениях параметров p и q парабола 

22y x px q    касается прямых 
12 11y x   и 8 5y x  ? 

Решение. Пусть прямая 1l , заданная 
уравнением 8 5y x  , касается параболы 

22y x px q    в точке 1M  с координа-
тами 1 1( ; )x y  (см. рис. 18).  

Тогда значение производной 
2(2 ) 4x px q x p     при 1x x  будет 

равно угловому коэффициенту прямой 
14 8x p   и так как 1M  – точка касания, 

то 2
1 1 12 8 5x px q x    . 

Пусть точка 2M  с координатами 

2 2( ; )x y  – точка касания параболы 
22y x px q    с прямой 2l , заданной 

уравнением 12 11y x  . Тогда получаем 
два уравнения 24 12x p   и 

2
2 2 22 12 11x px q x     по аналогии с 

предыдущим случаем. 

 
Рис. 18 

O x

y

M1(x1; y1)

M2(x2; y2)

y=2x2+px+q l1

l2

 
Рис. 17 

1 y=2x+3
y

xO




y=
2x


x



1

y=a

2 корня

2 корня

3 корня

1 корень

1 корень
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Объединим полученные уравнения в 
систему:  

1

2
2

1 1 1
2

2 2 2

4 8, (1)
4 12, (2)
2 8 5, (3)
2 12 11. (4)

x p
x p
x px q x
x px q x

 
  
    
    

 

Вычитая из первого уравнения систе-
мы второе, получим 1 2 1x x    или 

1 2 1x x  . Теперь вычтем из третьего 
уравнения системы четвертое: 

2 2
1 2 1 2 1 22( ) ( ) 8 12 6x x p x x x x        

или  

1 2 1 2 1 2 1 22( )( ) ( ) 8 12 6x x x x p x x x x       . 

Подставляя в полученное уравнение 
1 2 1x x   , 1 2 1x x   и 212 4p x  , 

придем к уравнению  

2 2 2 2 22( 1 ) (12 4 ) 8( 1) 12 6x x x x x          
Откуда получаем 2 2x  . Тогда 4p   и 

2
2 2 212 11 2 3q x x px      . 

Ответ. 4p  , 3q   . 

Пример 41. (ЕГЭ, 2010). Найти все 
значения a , при каждом из которых лю-
бая прямая, перпендикулярная оси орди-
нат имеет нечетное число общих точек 
с графиком функции 

||)3()32()( axxxaxf  . 

Решение. Функция f  определена и 
непрерывна на всей числовой прямой, и 
имеет вид: 

а) axaxxf 3)2(3)( 2   при ax  , 
поэтому ее график есть часть параболы с 
ветвями, направленными вниз, и осью 

симметрии 3
2

3


ax ; 

б) aaxxxf 3)( 2   при ax  , по-
этому ее график есть часть параболы с 
ветвями, направленными вверх, и осью 

симметрии 
2
ax  .  

Графики обеих квадратичных функций 
проходят через точку ))(,( afa , где 

aaaf 32)( 2  . 

На рис. 19 представлено взаимное рас-

положение чисел 3
2

3,,
2


aaa  на коор-

динатной оси Ox  при каждом значении 
параметра a . Прямые ,0a  5,1a  и 

6a , соответствующие точкам пересе-
чения изображенных прямых, разбивают 
ось параметра а на четыре промежутка. 
Отсюда следует, что необходимо рас-
смотреть четыре случая взаимного рас-
положения парабол. 

На рис. 20а, б, в, г представлены все 
возможные виды графика функции )(xf  
(сплошная линия). Условию задачи удов-
летворяет только случай, соответствую-
щий значениям 0a  (см. рис. 20а).  

В этом случае прямая, перпендикуляр-
ная оси ординат, будет иметь одну об-
щую точку с графиком функции )(xf .  

 
Рис. 19 

1

x
a

x

1,5O
6 a

x a
2 x

3a 2


 
 а б 

Рис. 20 

xa x
a

3a
2 –3 a

2

a<0

3a
2 –3

a
2

0<a<1,5

 
 в г 

Рис. 20 

x

3a
2 –3

3a
2 –3

a

a
2 a

2
a

a>61,5<a<6

x
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В остальных случаях найдутся значе-
ния параметра, при которых будет две 
общие точки с графиком функции, т.е. 
четное число. 

Ответ. 0a . 

Упражнения 
1. (ЕГЭ, 2003). В области определения 

функции 







 


ax

x

aay 3
37

9log  взяли 

все целые положительные числа и сло-
жили их. Найдите все значения a, при ко-
торых такая сумма будет больше 9, но 
меньше 16. 

2. (ЕГЭ, 2003). Найдите все значения 
,a  при которых область определения 

функции  

  5,05,4log5,045,0 axaxay axx x    

содержит ровно одно целое число. 
3. (МАИ). Найдите все действитель-

ные значения a , при которых область 
определения функции 

2 25 4 5 4( ) 1 log (5 ) log (4 sin )a a a af x a x
   

    
 

совпадает с множеством всех действи-
тельных чисел. 

4. Найдите все значения параметра а  
такие, что функция ( )f x  является непре-
рывной на всей числовой прямой, если  


















.  если,

4
1

,  если,23

)(
ax

ax
ax

x

xf  

5. Найдите все значения a , при каж-
дом из которых функция 

axaxxf  2||22)(  
имеет ровно три нуля. 

6. Для каждого значения параметра a  
определите количество нулей функции 

axxxf  |32|)( 2  и найдите их. 
7. (МГУ, мех-мат, 2007, устный экза-

мен). При каких значениях параметра a  
функция  

axax axaxxf 382 3)(3)()(
2    

является четной? 

8. (ЛЭТИ). Дана функция ( )y f x , 

где 25( ) 5
5

x
xf x   . При каком значении 

a  функция ( )y f x a   является четной? 
9. (МГИ). Найдите наименьшее поло-

жительное значение параметра a , при 
котором является нечетной функция 

5
8sin23)( 3 xaaxxf 

 . 

10. (ЛЭТИ). При каких значениях па-

раметра a , число 
2


 является периодом 

функции cos 2
3 sin 2

xy
a x




. 

11. При каком наибольшем значении 
b  функция 3 2( ) 3 1f x x bx bx     воз-
растает на всей числовой оси? 

12. (ЕГЭ, 2010). Найдите наибольшее 
значение параметра a , при котором 
функция 

462333  xaaxaaxxy
является неубывающей на всей числовой 
прямой. 

13. Найдите наименьшее значение па-
раметра a  при котором функция 

|7||25||1|337  xaxaxxy
является неубывающей на всей числовой 
прямой. 

14. При каком наибольшем отрица-
тельном значении a  функция 

sin 25
100
ay x    

 
 имеет максимум в 

точке 0x   ?  
15. При каком наименьшем положи-

тельном значении a  функция 

cos 24
25
ay x    

 
 имеет максимум в 

точке 0x   ?  
16. (ЕГЭ, 2010). Найдите все значения 

a , при каждом из которых функция 
xaxxxf 5||3)( 22   имеет более 

двух точек экстремума. 
17. (ЕГЭ, 2010). Найдите все значения 

a , при каждом из которых функция 
xaxxxf 10||2)( 22   имеет хотя бы 

одну точку максимума. 
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18. (ХГУ). Найдите наибольшее зна-
чение функции 4 2 2( ) 2 3f x x ax a    на 
отрезке ]1;2[  в зависимости от парамет-
ра a .  

19. (ЕГЭ, 2010). Найдите все значения 
a , при каждом из которых наибольшее 
значение функции xaxxxf  ||7)( 2  
на отрезке ]6;5[  не принимается ни на 
одном из концов этого отрезка. 

20. (ЕГЭ, 2010). Найдите все значения a , 
при каждом из которых наименьшее значе-
ние функции xaxxxf 2||8)( 2   на 
отрезке ]7;7[  не принимается ни на од-
ном из концов этого отрезка. 

21. (ЕГЭ, 2010). Найдите все значения 
a , при каждом из которых наибольшее 
значение функции xaxxxf  ||11)( 2

 
на отрезке ]7;6[  принимается хотя бы 
на одном из концов этого отрезка. 

22. Найдите все значения параметра a , 
для которых наименьшее значение функ-
ции 2( ) 2 1 | |f x x x x a      больше 2. 

23. Найдите все такие a , что наи-
меньшее значение функции 

2( ) 3 | | | 2 |f x x a x x      меньше 2. 
24. Найдите все такие a , что наи-

меньшее значение функции 
2( ) | | | 1|f x x x a x      больше 2. 

25. Найдите все значения a , при каж-
дом из которых наименьшее значение 
функции 2( ) | 6 8 |f x ax x x     меньше 
2. 

26. Найдите все такие значения a , для 
которых наименьшее значение функции 

2( ) (1 ) ( 1) 1f x x a x a a x          

меньше 2. 
27. (ЕГЭ, 2012). Найдите все значения 

a , при каждом из которых наименьшее 
значение функции  

2 2( ) 4 4 2 2f x x ax a a      
на множестве | | 1x   не меньше 6. 

28. Найдите все значения a, при каж-
дом из которых наименьшее значение 
функции 

2 2( ) 2 4f x x ax a a      
а) на отрезке [2; 4]  равно 5; 
б) на отрезке [2; 4]  не меньше 5; 
в) на отрезке [2; 4]  не больше 5; 
г) на множестве 2 | | 4x   равно 5; 
д) на множестве 2 | | 4x   не меньше 5; 
е) на множестве 2 | | 4x   не больше 5. 

29. Найдите все значения a , при каж-
дом из которых наименьшее значение 
функции 2 2( ) 4 4 2 2f x x ax a a      на 
отрезке [0; 2]  равно 3. 

30. Найдите все значения параметра a , 
для которых отрезок  2;1  принадлежит 

области значений функции .
4

1
2 ax

xy



  

31. (МГУ, 1999). Найдите все значения 
параметра a , при каждом из которых 
множество значений функции  

2

4( )
4 7

x af x
x x




 
 

содержит полуинтервал 4 ;1
3

   
. Опреде-

лите при каждом таком a  множество 
значений функции   

32. Найдите все значения a , при каж-
дом из которых график функции  

axxxxxf  |45|23)( 22  
пересекает ось абсцисс менее чем в трех 
различных точках. 

33. (МИОО, 2010). Найдите все значе-
ния a, при каждом из которых график 
функции  пе-
ресекает ось абсцисс более чем в двух 
различных точках. 

34. Для каждого значения 0a   най-
дите уравнения всех прямых, проходя-
щих через начало координат и имеющих 
ровно 2 общие точки с графиком функ-
ции 2( ) | 2 |f x x x a a   . 

35. (ЕГЭ, 2009). Найдите все значения 
1a , при каждом из которых все значе-

ния функции 
|)|(log

2

5 xa
y


  принадле-

жат промежутку )1log;3[ 5  a . 

).(xf

axxxxf  32)( 22
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Глава 2. Применение свойств  
функции 

2.1. Выражения 
В вариантах вступительных экзаменов 

и ЕГЭ встречаются задачи, в которых 
требуется определить область определе-
ния или множество значений выражения, 
зависящего от нескольких переменных, 
некоторые из которых могут быть приня-
ты в качестве параметра. Также встреча-
ются задачи, в которых приходится срав-
нивать значения выражений, зависящих 
от параметра. При решении подобных 
задач приходится пользоваться свойства-
ми функций, входящих в выражение.  

Рассмотрим несколько примеров. 

Пример 42. Найти все значения a , 
для которых найдется такое b , что вы-
ражение )462(log 22

16 2 babbaxxa 


 
определено при всех действительных x .  

Решение. Рассмотрим функцию  

)462(log)( 22
16 2 babbaxxxf a 


. 

Функция )(xf  определена при выпол-
нении условий  















.0462
,116
,016

22

2

2

babbaxx
a
a

 

Из первых двух неравенств системы 
получаем значения а, принадлежащие 
множеству 

( 4; 15) ( 15; 15) ( 15; 4)     . 

Функция )(xf  будет определена при 
всех действительных x , если неравенство 

0462 22  babbaxx  будет спра-
ведливо при всех действительных x . Для 
этого необходимо и достаточно, чтобы 
дискриминант был отрицательным 

2 24 4(6 4 ) 0D a b ab b     , или
2 26 4 0a b ab b    . 
Рассмотрим полученное неравенство 

как квадратное относительно b :  
2 2(4 6) 0b a b a    . 

Последнее неравенство будет иметь 
хотя бы одно решение, если его дискри-
минант 

)34(124)64( 222
1  aaaaD  будет 

положительным, т.е. при 
);1()3;( a . 

Учитывая полученные выше ограни-
чения на a , имеем все значения 

)4;15()15;1()3;15()15;4( a . 
Ответ: ( 4; 15) ( 15; 3)     

 )4;15()15;1(  . 

Пример 43. (ЕГЭ, 2007). Найти все 
значения а, для которых при каждом x  
из промежутка  8;4  значение выраже-
ния 8log2

2 x  не равно значению выра-
жения .log)12( 2 xa   

Решение. 1. Пусть ,log2 tx   тогда 
при 4x  имеем 2t ; если 8x , то 

3t . Так как функция xt 2log  непре-
рывная и возрастающая, то при всех зна-
чениях переменной x  из промежутка 

]8;4(  переменная t принимает все значе-
ния из промежутка ]3;2( .  

2. Переформулируем задачу: найти 
все значения а, для которых при каждом 
t из промежутка ]3;2(  значение выра-
жения 82 t  не равно значению выраже-
ния .)12( ta   

3. Графиком 
функции 82  ty  
является парабола, 
ветви которой на-
правлены вверх 
(см. рис. 21). Функ-
ция tay )12(   
задает семейство 
прямых, проходя-
щих через начало 
координат. При 
увеличении углово-
го коэффициента 

прямые поворачиваются против часовой 
стрелки.  

4. Парабола 82  ty  пересекает пря-
мую 2t  в точке (2;4): 4822 y . 
Угловой коэффициент прямой 

 
Рис. 21 

y

t

y=t 2
8

1

1

32O
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tay )12(  , проходящей через точку (2; 
4), равен: 212 a . Парабола пересе-
кает прямую 3t  в точке (3; 1): 

1832 y . Угловой коэффициент 
прямой tay )12(  , проходящей через 

точку (3; 1), равен: 
3
112 a . 

5. Условие «значение выражения 
82 t  не равно значению выражения 

ta )12(   при  3;2t » графически озна-
чает, что прямая tay )12(   не пересе-
кает параболу на промежутке ]3;2( . Это 

выполняется при условиях 










.
3
112

,212

a

a
 

Решая совокупность неравенств, полу-
чаем ответ. 

Ответ: 
3
2,

2
1

 aa . 

Пример 44. Найти все значения пара-
метра a , для которых при каждом зна-
чении x , не принадлежащем промежут-
ку )3;1[ , значение выражения xa 22   
не равно значению выражения 

.6)1(  ax  

Решение. Из условия задачи следует  

6)1(22  axxa  
или  

.06)2( 2  aaxa  

Рассмотрим линейную функцию 
6)2()( 2  aaxaxf . Заметим, что 

)3)(2()(  axaxf . При 2a  функ-
ция 0)( xf  является постоянной, и этот 
случай не удовлетворяет условию задачи. 
Пусть 2a , тогда условие задачи вы-

полняется, если линейная функция )(xf  
имеет нуль на промежутке )3;1[  (см. 
рис. 22).  

Отсюда получаем аналитические усло-
вия 








13
,33

a
a

   04  a . 

Ответ. )0;4[ . 

Пример 45. Найти все значения пара-
метра а, для которых при каждом зна-
чении x  из промежутка ]1;1( , значение 
выражения 33 22 5 xxa   не равно 
значению выражения ).2(2 3 xa   

Решение. 1. Пусть ,3 tx   тогда при 
1x  имеем 1t ; если 1x , то 1t . 

Так как функция 
3 xt   непрерыв-

ная и возрастаю-
щая, то при всех 
значениях перемен-
ной x  из проме-
жутка ]1;1(  пере-
менная t принимает 
все значения из 
промежутка ]1;1( .  

Переформулируем задачу: найдите все 
значения а, для которых функция 

4)52()( 22  tatatf  не имеет нулей 
на промежутке ]1;1( .  

2. Пусть ,0a  тогда имеем ,0)( tf  

045  t  или ,
5
4

t  что не удовле-

творяет условию задачи. Если ,0a  то 
графиком функции )(tfy   является па-
рабола (см. рис. 23), ветви которой на-
правлены вверх. Так как ,4)0( f  то 
условие задачи выполняется, если 

0)( tf  на промежутке ]1;1( .  
3. Решим систему 








;0)1(
,0)1(

f
f

   










;04)52(
,04)52(

2

2

aa
aa

    

 










;092
,0)1(

2

2

aa
a

   .1a  

Ответ. .1a  



 

Рис. 22 

y

xO
3

1

a+3

5

2
a>02 a<0

a+3

 
Рис. 23 

y

t1
1

O

4


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2.2. Уравнения 
При решении или исследовании урав-

нений, содержащих параметр, часто при-
ходится пользоваться особенностями и 
свойствами функций (непрерывность, ог-
раниченность, четность, нечетность, мо-
нотонность и т.д.).  

В случаях исследования уравнения на 
наличие корней или их количество в за-
висимости от значений параметра ис-
пользуются как аналитические методы, 
применяемые для решения уравнений без 
параметра, так и графические. 

В качестве последнего часто приме-
няют метод сечений, состоящий в сле-
дующем.  

Исходное уравнение приводится к ви-
ду ),()( axgxf  . Далее в системе коор-
динат Oxy строится график левой части и 
определяется количество точек его пере-
сечения семейством графиков функций 

),()( axgxya   в зависимости от значе-
ний параметра a .  

Другая разновидность этого метода 
состоит в том, что исходное уравнение 
приводится к виду )(xfa  . Далее в сис-
теме координат Oxa  строится график 
правой части и определяется количество 
точек его пересечения семейством пря-
мых, параллельных оси х.  

Пример 46. (ЕГЭ, 2003). При каких 
значениях p  уравнение 

29
sin
22cos5 

x
px  

имеет решение. 
Решение. Левая часть данного уравне-

ния определена при всех x  таких, что 
0sin x , т.е. ,kx   где Zk . При всех 

допустимых значениях x  имеем: 

 29
sin
22cos5

x
px  

 xpxx sin292sin2cos5
 xxxp sin29sin)sin1(52 2  

.sin17sin5 3 xxp   
Полученное уравнение, а значит и ис-

ходное, будет иметь решение, если p  
принадлежит множеству значений функ-

ции xxxf sin17sin5)( 3   при всех 
,kx   где Zk . 

Множество значений функции )(xf  
совпадает с множеством значений функ-
ции tttg 175)( 3  , где ]1;0()0;1[ t .  
Функция )(tg  является нечетной, как 
разность нечетных функций, поэтому 
сначала найдем )(gE  на промежутке 

]1;0( . Так как 01715)( 2  ttg  при 
всех ]1;0(t , то функция )(tg  является 
убывающей и непрерывной на этом про-
межутке, то )0;12[))0();1([)(  gggE  
на промежутке ]1;0( . Тогда на множестве 

]1;0()0;1[ t  ]12;0()0;12[)( gE .  
Следовательно, исходное уравнение 

будет иметь решение при )(gEp , т.е. 
при ]12;0()0;12[ p . 

Ответ: ]12;0()0;12[ p . 

Пример 47. (МГУ, 1995). Найти все 
значения параметра а, при которых 
уравнение  

 37)||6(12)||6( 222 axxaxx  

a



18cos  

имеет ровно два решения.  
Решение. Данное уравнение приведем 

к виду 

018cos1)6||6( 22 





 


a
axx . 

Так как в левой части последнего 
уравнения стоит сумма неотрицательных 
выражений, то уравнение равносильно 
системе 















018cos1

,06||62

a

axx
 




























.,9
,33||

,3

,218
,3)3|(| 2

Z
Z

n
n

a

ax
a

nn
a

ax
 

Уравнение 33||  ax  системы 
имеет ровно два корня в двух случаях. 
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1) Пусть 3a , тогда уравнение 

n
93   выполняется при 3n . 

2) При условии 033  a . Отсюда 

имеем 6a . Из неравенства 69


n
 полу-

чаем одно целое значение 1n  и 9a . 

Ответ: –3; 9. 
Пример 48. (ЕГЭ, 2010). Найти все 

значения a , при каждом из которых 
уравнение  

|1|9|||3|4  xaxxx  
имеет хотя бы один корень. 

Решение. Запишем уравнение в виде  
0|||3|4|1|9  axxxx . 

Функция  
|||3|4|1|9)( axxxxxf   

непрерывна и 
1) неограниченно возрастает при 1x , 

так как при любом раскрытии модулей 
имеем 

mkxaxxxxxf  3419)( , 

где 01449 k ; 
2) убывает при 1x , так как при лю-

бом раскрытии модулей имеем 

mkxaxxxxxf  3499)( , 

где 09449 k . 
Следовательно, наименьшее значение 

функция f  принимает при 1x , и урав-
нение 0)( xf  будет иметь корень тогда 
и только тогда, когда 0)1( f . 

Решим это неравенство: 
 4|1|344||1|3| aa

687177|1|  aaa . 
Ответ. 68  a . 

Пример 49. (МИОО, 2010). Найти все 
значения a , при каждом из которых 
уравнение  

axxaxxax 






 
 2

2

4
2

76sin)3sin(  

не имеет действительных решений. 

Решение. Обозначим 
2

762 axxy 
 . 

Тогда axyx 7622  . В новых обозна-
чениях уравнение примет вид 

axyxyax 6624sin)3sin(  , 
откуда  

yyaxax sin2)3sin()3(2  . 

Синус – функция нечетная, поэтому 
)sin(2)3sin()3(2 yyaxax  . 

Рассмотрим функцию tttf sin2)(  . 
В этом случае последнее уравнение при-
мет вид 

)()3( yfaxf  . 

Функция )(tf  определена при всех 
tR  и является возрастающей на всей 
числовой прямой, так как ее производная 

ttf cos2)(   положительна при всех 
tR . Тогда уравнение )()3( yfaxf   
равносильно уравнению yax  3 . 

Выполнив обратную замену, получим  





2

763
2 axxax 042  axx . 

Последнее уравнение, а значит и ис-
ходное уравнение, не имеет действитель-
ных решений, если его дискриминант от-
рицателен: 0442  a , т.е. при 4a .  

Ответ. 4a . 

Пример 50. (МИЭТ, 2002). При каких 
значениях параметра a  имеет ровно два 
различных корня уравнение  

0)2)2((2 22  axaxax ? 

Решение. Корни данного уравнения 
должны удовлетворять условию 22ax   
(условие существования квадратного 
корня из выражения 22ax  ). Заметим, 
что )2)((2)2(2  xaxaxax . То-
гда  

 0)2)2((2 22 axaxax  





























.2
,

,2

,2
2

2

x
ax

ax

ax
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Следовательно, корнями уравнения 
могут быть числа 2

1 2ax  , ax 2  и 
23 x . По условию задачи требуется 

найти значения параметра a , при кото-
рых уравнение имеет ровно два различ-
ных корня. Для отбора искомых значений 
параметра на плоскости Oax  построим 
графики функций 22ax  , ax   и 

2x  (см. рис. 24). Каждая прямая, па-
раллельная оси Ox , пересекает каждый 
из построенных графиков, и ордината 
точки пересечения дает значение корня 
исходного уравнения при условии, что 

22ax  . Точки ),( xa , координаты кото-
рых удовлетворяют последнему неравен-
ству, расположены на плоскости Oax  в 
выделенной фоном области. Имеется 
пять критических положений этих пря-
мых:  

I) 2a , II) 1a , III) 5,0a ,  
IV) 0a , V) 1a . 

В этих случаях они проходят через 
точки пересечения графиков. Точки 

0,5,0,1,2   и 1 разбивают числовую 
прямую Oa  на шесть промежутков. Рас-
смотрим каждый из них: 

(1) 2a    и (2) 2 1a    . На этих 
промежутках уравнение имеет три корня.  

(3) 1 0,5a    . Уравнение имеет два 
корня (график функции 2x  располо-
жен ниже графика функции 22ax  ). 

(4) 0,5 0a   . Уравнение имеет один 
корень, так как графики функций ax   и 

2x  – ниже графика функции 22ax  . 
(5) 0 1a  . Уравнение имеет два 

корня (график функции 2x  – ниже 
графика функции 22ax  ). 

(6) 1a  . Уравнение имеет три корня. 
Соответственно при 2a   , 1a    и 
1a   уравнение имеет два корня (см. рис. 

24). 
Ответ. { 2} [ 1; 0,5) (0;1]     . 

Пример 51. (Экзаменационная рабо-
та за курс средней школы, 1994 г.). При 
каких значениях a  уравнение  

023)24( 22  aaxax  

имеет два различных решения? 

Решение. Пусть ,|| tx   тогда полу-
чим квадратное уравнение  

,023)24( 22  aatat  

имеющее корни at   или .23  at  От-
сюда получаем ax   и .23  ax  По-
строим графики двух функций xxa )(  

и 
3

2
)(




x
xa , которые имеют две об-

щие точки )1;1(  и )1;1(  (см. рис. 25).  

Первый график (уголок) имеет «вер-

шину» )0;0( , а второй – 







3
2;0 .  

Рассматривая семейство горизонталь-
ных прямых, получаем всевозможные 
ответы для более общей задачи: для каж-
дого значения a определите число раз-
личных решений уравнения  

023)24( 22  aaxax . 

 
Рис. 25 

a

xO

I
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1 a=1
 

Рис. 24 
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Значения 
параметра a )0;(  0 








3
2;0  

Число различных 
корней 0 1 2 

 
Значения 

параметра a 3
2  






 1;

3
2  1 );1(   

Число различ-
ных корней 3 4 2 4 

Запишем ответ для исходной задачи.  

Ответ: ;
3
20  a  .1a  

Пример 52. (МИОО, 2012). Найти все 
значения параметра a , при которых 
уравнение xaxf |52|)(   имеет ровно 6 
решений, где f  четная периодическая 
функция с периодом 2T , определенная 
на всей числовой прямой, причем 

2)( axxf  , если 10  x . 

Решение. Если 0a , то )(xf  тожде-
ственно равна нулю, и ее график имеет с 
прямой xy 5  единственную общую 
точку. 

Если 0a , то в силу четности 
2)( axxf   при ]1;1[x  и на любом от-

резке ],21;21[ kk   Zk , график 
функции )(xf  получается сдвигом на k2  
единиц вдоль оси Ox  из ее графика на 
отрезке ]1;1[ . 

Пусть 0a  (см. рис. 26а), тогда реше-
ние 0x  есть при всех a . Соответствен-
но ровно 6 решений возможно, если пря-
мая xay )52(   проходит через точку 

);5( aA . Но из уравнения )52(3  aa  
получаем 5,2a , т.е. положительных 
решений нет. Следовательно, случай 

0a  не возможен. 

Пусть 0a  (см. рис. 26б). Ровно 6 
решений возможно, если прямая 

xay |52|   проходит через точку 
);5( aB  . Из уравнения )5(|52|  aa  

получаем 
11
25

a  или 
9
25

a . 

Ответ: 
11
25

a  или 
9
25

a . 

Пример 53. (ЕГЭ, 2010). Найти все 
значения a , при каждом из которых 
уравнение  

|4||4|)4( 22  axaxax  
имеет единственный корень. 

Решение. При каждом конкретном 
значении параметра a  функции 

22 )4()(  axxf  и  |4|)( axxg  
|4|  ax , входящие в левую и правую 

части уравнения, являются чётными, по-
скольку выполняются условия: 

1) они определены на всей числовой 
прямой (области определения симмет-
ричны относительно начала координат); 

2)  2222 )4()4()()( axaxxf  
)(xf , 

 |4||4|)( axaxxg   
)(|4||4| xgaxax  . 

Следовательно, если число 0x  корень 
уравнения )()( xgxf  , то число 0x  
также будет являться корнем этого урав-
нения. Условие единственности будет 
выполняться, если 0x  – корень урав-
нения )()( xgxf  и других корней нет. 

Подставив в исходное уравнение зна-
чение 0x , получим уравнение относи-
тельно параметра a : 

 |4||4|)4( 2 aaa  









.02|4|

,0|4|
0|4|2)4( 2

a
a

aa . 

 
Рис. 26а 
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Отсюда получаем три значения пара-
метра 6a , 4a  и 2a . 

Пусть 6a . Подставив 6a  в ис-
ходное уравнение, получим 

|2||2|42  xxx . Правая часть 
этого уравнения после раскрытия на про-
межутках модулей имеет вид 














.2если,2

,22если,4
,2если,2

|2||2|
xx

x
xx

xx  

Уравнения xx 242   и xx 242   
не имеют корней, а уравнение 442 x  
имеет единственный корень 0x , удов-
летворяющий условию 22  x . 

Пусть 2a . Подставив это значение 
параметра в исходное уравнение, опять 
получим уравнение  

|2||2|42  xxx , 
имеющее единственный корень 0x . 

Пусть 4a . Подставив это значение 
параметра в исходное уравнение, полу-
чим  

2,2,0
2||
,0||

||22 







 xxx
x
x

xx . 

Значение 4a  не соответствует ус-
ловию задачи. 

Ответ. 2,6  . 

Пример 54. («Покори Воробьевы го-
ры-2012»). При каждом значении пара-
метра a  найти количество решений 
уравнения 0183216 234  xaxxx . 

Решение. Так как 0x  не является 
корнем исходного уравнения, то, поделив 
на 2x , приведем уравнение к виду 

a
xx

xx  2
2 183216   

a
x

x
x

x  88328116 2
2 . 

Выделяя полный квадрат, получим 

a
x

x
x

x 





 






  2416

2
1216

2
124

2

  

 
4

242
2
12

2 a
x

x 







  . 

Функция 
x

xy
2
12   имеет множество 

значений );2[]2;(   (докажите 
самостоятельно). Причем для каждого 
значения y  из этого множества, кроме 
значений 2  и 2, найдутся два значения 
x , а для указанных – одно. Соответст-
венно, множеством 
значений функции 

2
2
12 
x

xg  являет-

ся );0[]4;(  . 
При этом (см. рис. 27) 
для каждого из значе-
ний g , равных 4  и 0, 
найдутся по одному 
значению x , а для ка-
ждого значения g  из 
множества  )4;(  

);0(   найдутся по 
два значения x . 

Множество значе-
ний функции 2gh   
представляет собой промежуток );0[  . 
Тогда, учитывая отмеченное выше заме-
чание о количестве прообразов x  для ка-
ждого значения функции g , возможны 
пять различных случаев по количеству 

решений уравнения 
4

24 ah 
 . А имен-

но: 
 при 0h , или 24a , уравнение 

не имеет решений; 
 при 0h , или 24a , уравнение 

имеет одно решение; 
 при 16h , или 40a , уравне-

ние имеет три решения; 
 при 160  h , 2440  a , 

уравнение имеет два решения; 
 при 16h , или 40a , уравне-

ние имеет четыре решения. 

Ответ: нет решений при 24a ;  
одно решение при 24a ;  
три решения при 40a ;  

два решения при 2440  a ;  
четыре решения при 40a . 

 
Рис. 27 

x

g

1
1

–1

–4
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2.3. Системы уравнений 
При решении и исследовании на 

количество решений систем уравнений, 
содержащих параметр, обычно 
используют такие же методы, что и при 
решении уравнений. 

Пример 55. (МИОО, 2010). Найти все 
значения параметра a , при каждом из 
которых система  











axaxay

xxy
22

2

216

,2412  

имеет единственное решение. 

Решение. Заметим, что данная система 
равносильна следующей 



























.
,4)()(

,2
,4)2()2(

222

222

ay
axay

y
xy

 

Уравнение первой системы задает ок-
ружность радиуса 4 с центром в точке  
(2; 2).  

Уравнение второй системы задает се-
мейство окружностей радиуса 4 с цен-
трами );( aa , расположенными на прямой 

xy  . 
Дополнительные условия в системах 

(неравенства) указывают, что условию 
задачи соответствуют точки пересечения 
верхних полуокружностей этих окружно-
стей (см. рис. 28). 

Возникают три критических положе-
ния 2,2  aa  и 6a . 

При 2a   окружности совпадают, т.е. 
имеют более одной точки пересечения. 

Следовательно, условию задачи удов-
летворяют следующие значения парамет-
ра ]6;2()2;2[ a . 

Ответ. [ 2; 2) (2; 6]  . 

Пример 56. (МИОО, 2011). Найти все 
значения параметра a , при которых 
система  











xyx
xxya

2

,)2(log
2

22

 

имеет ровно два решения. 
Решение. Выразим из второго уравне-

ния 22 xxy   и подставим в первое 
уравнение 2log yya  . 

Рассмотрим два случая. 
1. Пусть 10  a . Так как функция 

yz alog  убывает, а функция 2yz   
возрастает на промежутке (0; ) , то 
уравнение 2log yya   имеет на этом 
промежутке не более одного корня.  

Определим знаки значений функции 
2log)( yyyf a   на промежутке ]1;[ 2a  

02)(log)( 42222  aaaaf a  и 
0111log)1( 2  af . Поэтому урав-

нение 2log yya   имеет на промежутке 
(0; )  ровно один корень 0 (0;1)y  .  

Тогда второе уравнение 
02 0

2  yxx  имеет дискриминант 
01 01  yD  и имеет два различных 

корня. Следовательно, данная система 
уравнений имеет два различных решения. 

2. Пусть 1a . Если уравнение 
2log yya   имеет корни, то они больше 

1. Тогда уравнение 02 0
2  yxx  имеет 

дискриминант 01 01  yD  и не имеет 
действительных корней. 

Ответ: )1;0( . 
Пример 57. В зависимости от значе-

ний параметра a  определить количест-
во решений системы уравнений 

 
Рис. 28 
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6
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2

2

log (2 1) 5 2,

5 2 0.
a y x x

x x y

    


  
 

Решение. Из первого уравнения сис-
темы получаем, что входящие в уравне-
ние выражения имеют смысл при 0a , 

1a  и 5,0y . Рассматривая второе 
уравнение как квадратное относительно 
x , получим, что оно имеет решение, если 
его дискриминант yD 825  будет не-

отрицательным. Отсюда 
8
25

y . 

Данная система равносильна смешан-
ной системе  











.
8
255,0

,22)12(log

y

yya

 

Обозначим 2 1y t  , тогда система 
примет вид  











.
4
210

,1log

t

tta

 

Заметим, что 1t  является корнем 
уравнения системы при всех допустимых 
значениях a .  

При 10  a  в левой части уравнения 
системы стоит убывающая функция, в 
правой – возрастающая. Следовательно, 
при 1t  10  a  полученная система 
имеет единственное решение, а тогда ис-
ходная система уравнений имеет два ре-
шения, так как при 1t  получаем 1y . 
Из уравнения 0252  xx  ему соответ-

ствуют два корня 
2

175
2,1


x .  

Пусть 1a . Рассмотрим функцию 

1log)(  tttf a  на промежутке 210;
4

 
  

 

и определим количество корней уравне-
ния 0)( tf  на этом промежутке в зави-
симости от значений параметра a . 

Функция )(tf  дифференцируема при 
0t  и  

1
ln
11)( 
at

tf . 

Из уравнения 0)(  tf  получаем 

a
t

ln
1

 , 0)(  tf  при 
a

t
ln
10   и 

0)(  tf  при 
a

t
ln
1

 . Следовательно, 

точка 
a

t
ln
1

0  точка максимума функ-

ции )(tf .  
Заметим, что 10 t  при ea  , 10 t  

при ea  , и 10 0  t  при ea 1 . 
Если ea  , то 0)1()( 0  ftf  и функ-

ция )(tf  имеет единственный корень 
1t . 
Если ea  , то 10 t , а так как 0)1( f , 

то 0)( 0 tf  (см. рис. 29а). Поскольку 
)(tf  при 0t , то на промежутке 

),0( 0t  функция )(tf  имеет еще один ко-
рень. Следовательно, исходная система 
будет иметь еще два решения. 

Если ea 1 , то 10 t , а так как 
0)1( f , то 0)( 0 tf  (см. рис. 29б).  

Найдем значение a , при котором 

0
4
21







f  из уравнения 1

4
21

4
21log a  

или 
4

17
4
21log a . Отсюда 

4
17 21 .

4
a e   

 
 

Соответственно 0
4
21







f  при 

ea 





17

4

4
21 . Это значит, что на про-

 
Рис. 29а 

t 

+ –f

f

t0

–

 
Рис. 29б 

t 

+ –f

f

t0

–
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межутке 







4
21,1  функция )(tf  имеет еще 

один корень. Следовательно, исходная 
система будет иметь еще два решения. 

При 17
4

4
21






a  функция )(tf  имеет 

еще один корень 
4
21

t . Но в этом случае 

8
25

y  и уравнение 0
4
2552  xx  име-

ет единственное решение 
2
5

x . Значит, 

исходная система имеет три решения. 

Соответственно 0
4
21







f  при 

17
4

4
211 





 a . Это значит, что на про-

межутке 







4
21,1  функция )(tf  не имеет 

корней.  

Ответ: Если 0a  или 1a , то реше-
ний нет; если 10  a  или 

17
4

4
211 





 a , то два решения;  

если 17
4

4
21






a , то три решения;  

если ea 





17

4

4
21 , то четыре решения;  

если ea  , то два решения;  
если ea  , то четыре решения. 

Пример 58. (ЕГЭ, 2011, демонстра-
ционный вариант). Найти все значения 
параметра a , при каждом из которых 
система уравнений  











4
|,|2)1(

22

4

yx
xyxa

 

имеет единственное решение. 
Решение. Заметим, что если пара чи-

сел ),( 00 yx  является решением данной 
системы уравнений, то пара ),( 00 yx  – 
также её решение. Следовательно, для 

единственности решения необходимо, 
чтобы выполнялось равенство 00 xx  , 
т.е. 00 x . Подставив это значение неиз-
вестной x  в систему, получим: 


































.2
,0

;2
,4

4
,2

2

y
a
y
a

y
ya

 

Допустимыми значениями параметра 
являются лишь значения 0a  и 4a . 

Пусть 0a . Тогда исходная система 
уравнений примет вид:  









.4
,2||

22 yx
xy

 

Подставив y  из первого уравнения 
системы во второе, получим  

 4)2|(| 22 xx ||22 xx  . 

Это уравнение имеет три корня 
2,0  xx  и 2x . Следовательно, при 

0a  данная в условии система уравне-
ний имеет три пары решений 

)0;2(),2;0(   и )0;2( .  
Пусть 4a . Тогда исходная система 

уравнений примет вид:  











4
|,|2)1(4

22

4

yx
xyx

  

и  











.4
,2||4

22

4

xy
xxy

 

Из первого уравнения полученной 
системы следует 2y , а из второго 
| | 2y  . Следовательно, если система име-
ет решение, то это пары вида )2,(x . Под-
ставляя 2y  в систему, получаем  

0
0

,0||4
2

4











x

x
xx

. 

Следовательно, при 4a  решение 
)2;0(  исходной системы уравнений 

единственное. 
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Ответ. 4a . 

Пример 59. Найти все значения пара-
метра a , при каждом из которых сис-
тема уравнений 















92sin|6|)3(
,6

,sin6||

222

24

xzza
azy

xay

 

имеет хотя бы одно решение, и укажите 
решения системы для каждого из най-
денных значений a . 

Решение. Заметим, что во втором 
уравнении системы левая часть неотри-
цательна и, следовательно, 0a .  

Из первого уравнения системы полу-
чаем  

0sin6||  axy . 

Следовательно, xa sin6 , а так как 
1sin x , то 6a .  

Из первых двух уравнений следует, 
что 60  a . 

Приведем третье уравнение к виду 

 xzza 2sin|6|9)3( 222

xzzaa 2sin|6|)6( 22  . 

Так как 02sin|6| 22  xzz , то 
0)6( aa . С учетом полученного выше, 

имеем  









60
0)6(

a
aa








.6
,0

a
a

 

При 0a  исходная система имеет вид  















.02sin|6|
,0
,sin6||

22

24

xzz
zy

xy

 

Из второго уравнения следует 
0 zy . Тогда получаем  

kx
x

x









02sin
,0sin

, где Zk . 

При 6a  исходная система имеет вид  















.02sin|6|
,36

,6sin6||

22

24

xzz
zy

xy

 

Из первого уравнения следует, что 

0y  и 1sin x , т.е. kx 


 2
2

, где 

Zk . Тогда 02sin x . 
Из второго уравнения следует 6z  

или 6z . Подставляя эти значения в 
уравнение 0|6| 2  zz  получаем, что 

6z . 
Ответ. При 0a   0;0;k , где Zk ; 

при 6a  





 
 6;0;2
2

k , где Zk . 

2.4. Неравенства 
При решении или исследовании нера-

венств, содержащих параметр, также как 
и при решении уравнений используют 
свойства функций.  

Для графической интерпретации при 
решении методом интервалов (или обоб-
щенным методом интервалов) использу-
ется числовая прямая Ox  или метод об-
ластей на плоскости Oxa  (или Oax ).  

Также при решении или исследовании 
на решение неравенства используется 
метод сечений. В этом случае исходное 
неравенство приводится к виду 

),()( axgxf  , где символ   заменяет 
один из знаков  >, <,  ,  . Далее в систе-
ме координат Oxy строится график левой 
части и определяются точки его пересе-
чения семейством графиков функций 

),()( axgxya   и на промежутках, на ко-
торые эти точки разбили область допус-
тимых значений переменной x  рассмат-
ривается взаимное положение графиков 
функций )(xf  и )(xya .  

Пример 60. (МГУ, 2003). Найти все 
значения параметра b, при каждом из 
которых отрезок  1;3   целиком со-
держится среди решений неравенства  

0
2
3





xb
bx . 

Решение. Неравенство перепишем так:  
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0

2

3





bx

bx  или .0
2

)3()( 





 

bxbxxf  

На рис. 30 расставлены знаки )(xf  на 
числовой прямой в зависимости от вза-

имного расположения точек 
2
bx   и 

bx 3 . 

Условие задачи выполняется, если для 
квадратичной функции имеет место 


























b

b

bb

31
2

3

3
2

  или  


























2
1

33

3
2

b
b

bb

 

Отсюда получаем значения 






 0;

3
1)6;(b  или .0b  

Замечание. Можно было бы восполь-
зоваться условиями расположения кор-
ней квадратного трехчлена: оба корня 
меньше числа (–3) или оба корня больше 
числа (–1), т.е.  







3

0)3(

вx
f

  или  






1

0)1(

вx
f

 

где абсцисса вершины .
4

7
2

2
3

в
b

bb
x 


  

Ответ: 





  ;

3
1)6;( . 

Пример 61. (МИОО, 2010). Найти все 
значения а, при каждом из которых не-
равенство xaxx 2321   выпол-
няется для любого х. 

Решение. Неравенство преобразуется 
к виду ,3)( xf  где  

.221)( xaxxxf   

Точки 1  и a  разбивают числовую 
прямую на интервалы, на каждом из ко-
торых функция )(xf  совпадает с линей-
ной (при любом раскрытии знаков моду-
ля). На левом интервале ( axx  ,1 ) 
функция принимает вид 

12)(  axxf  и является убывающей. 
На правом интервале ( axx  ,1 ) 
функция принимает вид 

125)(  axxf  и является возрастаю-
щей. Это означает, что функция ограни-
чена снизу. График функции представля-
ет ломаную линию, состоящую из частей 
прямых. Точки 1  и a  являются точ-
ками излома, поэтому в этих точках 
функция может принимать наименьшее 
значение. 

Все значения функции )(xf  больше 3 
тогда и только тогда, когда  








3)(
,3)1(

af
f

   










321

,3212

aa

a
   












321

,
2
51

aa

a
  




























321
,321

,5,21
,5,21

aa
aa

a
a

  

  

































3
2
,4

,5,1
,5,3

a

a

a
a

   .5,1a  

Ответ: )5,1;(  . 

Пример 62. (МГУ, 2004). Найти все 
значения параметра  4;4p , при ко-
торых неравенство 

0)2)3)(1)((2(  xpxp  

выполняется при любых 0x .  

Решение. Если ,2p  то получается 
линейное неравенство .03)1(  pxp  
По условию оно должно выполняться при 
любых 0x , в частности при .0x  От-
сюда .3p  С другой стороны при 3p  

 
Рис. 30 

x

x

b


b


3b

3b


+
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неравенство действительно справедливо 
для всех 0x . Таким образом, .43  p  

При 2p  исходное неравенство не 
выполнено ни для одного значения x .  

При 2p  неравенство принимает вид 
.03)1(  pxp  Если ,1p  то линей-

ная функция 3)1()(  pxpxf  воз-
растает, поэтому для всех 0x  неравен-
ство 0)( xf  выполняться не может.  

Если ,1p  то 023)(  pxf  
для всех х, в том числе и для 0x . 
Наконец, для 1p  линейная функция 

3)1()(  pxpxf  убывает и при 
0x  принимает значение 

.03)0(  pf  Значит, при 0x  нера-
венство тем более выполняется. 

Ответ:    4;31;4  . 

Пример 63. При каких значениях па-
раметра a  неравенство 

03||32  xaaxx  
имеет хотя бы одно неположительное 
решение? 

Решение. Приведем неравенство к ви-
ду  

4||3)(122  axaxxx . 
График функции  122 xxy  

2)1(  x  – парабола, полученная из па-
раболы 2xy  , параллельным переносом 
вдоль оси Ox  на 1 (см. рис. 31). График 
функции 4||3)()(  axaxxya , 
стоящей в правой части неравенства, при 
каждом значении параметра a  получает-
ся из графика функции  









0если,44

,0если,42
4||3

xx
xx

xxy  

параллельным переносом на a  единиц 
вдоль оси Ox .  

Решением исходного неравенства яв-
ляется множество всех таких x , для ко-
торых точки на графике функции )(xya  
расположены не ниже точек графика 
функции 2)1(  xy . 

Имеются два критических положения 
графика функции )(xya , удовлетворяю-
щие условию задачи. 

(I) График функции )(xya  проходит 
через точку )1;0(A  как указано на рис. 
31. Из уравнения 14)(4  ax  при 

0x  получаем 75,0a . 

(II) График функции )(xya  проходит 
через точку B  как указано на рис. 31. В 
этом случае прямая 4)(2  axy  яв-
ляется касательной к графику функции 

2)1(  xy . Используем условия касания 
графиков функций. Из равенства значе-
ний производных данных функций  

   


 4)(2122 axxx  получаем 
уравнение 222 x , т.е. 2x – абс-
цисса точки касания графиков. Тогда из 
условия совпадения ординат получаем 

2( 2 1) 2( 2 ) 4a        или 5,3a . 
Следовательно, при 75,05,3  a  

исходное неравенство имеет хотя бы од-
но неположительное решение. 

Ответ. 75,05,3  a . 

Пример 64. (МГУ, 1995). Найти все 
значения параметра a , при которых не-
равенство 

xa
xxax

2cos
161622cos

2
2




  

имеет единственное решение? 

Решение. Приведем данное неравен-
ство к следующему виду 

0
2cos

)162cos( 22





xa

xxa . 

Так как функция  

xa
xxaxf
2cos

)162cos()(
22




  

 
Рис. 31 

1

III

1

4

1B A

y

x
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является четной, то необходимым усло-
вием единственности решения неравен-
ства 0)( xf  является наличие решения 

0x . При 0x  имеем  

0
1
)3()0(

2






a

af . 

Последнее неравенство выполняется при 
3a  или 1a . 

Проверим достаточность. 
При 3a  знаменатель 02cos3  x , по-
этому получаем 

0)162cos3( 22  xx   
или 

162cos3 2  xx . 

Так как 42cos3  x  и 4162 x , то  

.0
0

12cos

;416

,42cos3
2



















x

x
x

x

x
 

При 1a  имеем неравенство 




 0
2cos

)162cos( 22

xa
xxa  

0)162cos( 22  xxa , 

которое выполняется при всех Rx . 

Ответ: 3. 
Пример 65. (ЕГЭ, 2008). Найти все 

значения а, при каждом из которых не-
равенство 

 
 

2 3 2 2 5
0

2sin 1 3

x x a

a x

   


  
 

не имеет решений. 

Решение. 1. Так как на промежутке 
[1; )   имеем (sin 1) [ 1;1]E x    , то 
для функции ( ) 2sin 1 3f x x    полу-
чаем ( ) [ 5; 1]E f    . 

2. Пусть 2x t , где 2t   для 1x  . Ис-
пользуя неравенство для средних, оценим 
значения функции  

4
0

3 2( ) 5 2 18 5 ( )g t t g t
t

      , 

где 0t  найдем из уравнения  

4
0 0

0

3 2 18t t
t

   . 

Тогда  
4 42 18 5 2 16 5 1наим наибg f       . 

3. Данное неравенство, в котором бу-
дем считать переменную а за неизвест-
ную, х за параметр, перепишем в сле-
дующем виде 

 
 
( ),2

0
2( )

x

x

a f xa g
a ga f x


  

 
. 

Совокупность неравенств не выполня-
ется ни при одном значении х тогда и 
только тогда, когда  

41 2 18 5наиб наимf a g a       . 

Ответ: 41 2 18 5a    . 

2.5. Системы неравенств 
При решении и исследовании на 

наличие решений систем неравенств, 
содержащих параметр, обычно 
используют такие же методы, что и при 
решении неравенств. 

Пример 66. При каждом значении па-
раметра а решить систему неравенств  











.222

,0)1(log ||2

ax

ax
 

Решение. Область определения дан-
ной системы задается системой нера-
венств  






























12
,21

02
,022

,01
,1||2
,0||2

a
x

a
x

a
x
x

 

и выделена фоном на плоскости Oax  (см. 
рис. 32). 

На области определения выполняются 
неравенства 1||20  x , и для первого 
неравенства системы получаем  

0110)1(log ||2  aaax . 
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Для второго неравенства на области 
определения получаем  

2
2

222 
axax . 

Исходная система на области опреде-
ления равносильна системе  
















.02

,2
2

,21

a

ax

x

 

Неравенство 22
2

1 
a  верно при 

всех a  таких, что 02  a . В этом слу-

чае 22
2

 xa  (см. рис. 32). 

Ответ. Если 2a    или 0a , то ре-
шений нет; если 2 0a   , то 

22
2

 xa . 

Пример 67. Решить систему нера-
венств в зависимости от значений пара-

метра a: 
2

2

,
2 1.
x x a

x x a

  


  
 

Решение. Рассмотрим графическое 
решение задачи на плоскости Oxa . Пре-
образуем исходную систему неравенств к 
виду 

2

2

,
2 1 .
x x a

x x a

  


    
Выполним построения графиков 

функций  и  на 
плоскости  (см. рис. 33). 

Найдем координаты точек пересечения 
построенных графиков А и В. Абсциссы 
этих точек найдем из уравнения 

2 22 1x x x x    . Его корнями являются 
числа 1 0,5x    и 2 1x  . Заметим, что 
корни 1x , 2x  совпадают с абсциссами 
вершин первой и второй парабол соот-
ветственно, а ординаты точек А и В рав-
ны 0,25  и 2. 

Графическое решение исходной сис-
темы неравенств – множество точек, 
принадлежащих фигуре, выделенной 
темным фоном на рис. 33.  

Графическое решение исходной сис-
темы неравенств – множество точек, 
принадлежащих фигуре, выделенной 
темным фоном на рис. 33.  

Проводим прямые, параллельные оси 
Ох. Они будут иметь общие точки с по-
лученной фигурой при 0,25 2a   . При  

0,25a    или 2a   будем иметь по од-
ной общей точке, соответственно реше-
ние системы неравенств 0,5x    или  

1x  . При 0,25 2a    все общие точки 
образуют отрезок этой прямой, и их абс-
циссы x  удовлетворяют неравенству 

3 4x x x  , где 3 1 2 ax    – меньший 
из корней уравнения 2 2 1a x x    , а 

4
1 1 4

2
ax   

  – больший из корней 

уравнения 2x x a  .  
Ответ. 0,5x    при  0,25a   ; 1x   

при 2a  ; 1 2 ;
1 1 4

2
x a

a
  
   
 
 

 

при 0,25 2a   . 
2a x x  2 2 1a x x   

Oxa

 
Рис. 33 

a

x
O

a=x2+2x+1
1

2

A

Ba=2

a=x2+x
a=0,25 x4x3

 
Рис. 32 

a

x

O 1

1

–2

x=a/2+2

a =
co

ns
t

–2

–1

2 x=2

x=–2

x=–1

x=1

a =
–2

a =
1
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Пример 68. Определить, при каких 
значениях параметра , имеет хотя бы 
одно решение система неравенств 








.04
,01

ax
ax

 

Решение. Воспользуемся графическим 
методом. Заштрихуем на плоскости Oxa  
множество точек (см. рис. 34), координа-
ты ( ; )x a  которых удовлетворяют системе 
неравенств.  

Неравенству 01ax  удовлетворяют 
координаты точек, лежащих между вет-

вями гиперболы 
x

a 1
  или на гиперболе. 

Неравенство 4 0x a   или 
4
xa   выпол-

няется для точек, лежащих не выше пря-

мой 
4
xa  .  

Данная система имеет решение, если 
прямая consta  пересекает заштрихо-
ванную область (см. рис. 34), т.е. при 

5,0a .  
Ответ. 5,0a . 

Пример 69. (ЕГЭ, 2010). Найти все 
значения a , при каждом из которых ров-
но одно решение неравенства  

44)35( 22  axax  
удовлетворяет неравенству  

0)4(  axax . 

Решение. Рассмотрим неравенство 
0)4(  axax . Попарно пересекающие-

ся прямые 0a , 0x  и 4 ax  разби-
вают плоскость Oax  на семь частей. На 

рис. 35 фоном выделено множество Ф  
точек плоскости, координаты которых 
удовлетворяют рассматриваемому нера-
венству. 

Рассмотрим неравенство  
 44)35( 22 axax  

044)35( 22  axax . 
Поскольку его дискриминант 

0)53()44(4)35( 222  aaaD  
при всех значениях a  и 11  ax , 

442  ax  – корни квадратного уравне-
ния 044)35( 22  axax , то исход-
ное неравенство можно записать в виде 

0)44)(1(  axax . 
Пересекающиеся прямые 1 ax  и 

44  ax  разбивают плоскость Oax  на 
четыре части. Горизонтальной штрихов-
кой на рис. 35 выделено множество 1Ф  
точек плоскости, координаты которых 
удовлетворяют неравенству  

0)44)(1(  axax . 
Проводим вертикальные прямые 
consta . Пересечение каждой прямой из 

этого множества с фигурой Ф  дает мно-
жество M  решений неравенства 

0)4(  axax , а пересечение с фигурой 

1Ф  – множество 1M  решений неравенст-
ва 0)44)(1(  axax . Условию за-
дачи удовлетворяют все такие значения 
параметра a , при которых множества 1M  
и M  имеют только одну общую точку. 

a

 
Рис. 34 

x

a

O
2

–2

a=x/4

a=1/x

a=const  

Рис. 35 

I

D

4
B

x

aO

x=
– 4a–4

x=0

A

x=–a1

x=
a+

4

–4

III

C
1

II IV
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Имеется четыре таких значения (см. рис. 
35):  

(I) прямая 1aa   проходит через точку 
A  пересечения прямых 1 ax  и 

44  ax , т.е. 
3
5

1 a ; 

(II) прямая 2aa   проходит через точку 
B  пересечения прямых 4 ax  и 

1 ax , т.е. 
2
3

2 a ; 

(III) прямая 3aa   проходит через точку 
C  – точку пересечения прямых 0x  и 

44  ax , т.е. 13 a ; 
(IV) прямая 4aa   проходит через точ-

ку D  – точку пересечения прямых 0x  и 
1 ax , т.е. 14 a . 

Ответ. 1;1;
2
3;

3
5

 . 

Пример 70. Найти все значения пара-
метра a , при которых система нера-
венств 











3

,3
2

2

yayx

xaxy  

имеет единственное решение. 

Решение. Заметим, что если при неко-
тором значении параметра a  пара чисел 

),( 00 yx  является решением данной систе-
мы неравенств, то пара ),( 00 xy  – также 
решения, поскольку при подстановке вто-
рой пары уравнения системы остаются те-
ми же, но меняются местами. Следова-
тельно, необходимым условием единст-
венности решения является совпадение 
этих пар. Если ),(),( 0000 xyyx  , то 00 yx  . 

Подставляя 00 yx   в систему, получим, 
что каждое неравенство примет вид  

03)1(3 0
2
0

2
000  xaxxaxx , 

которое будет иметь единственное реше-
ние в случае, если дискриминант D  соот-
ветствующего квадратного трехчлена ра-
вен 0 , т.е. 012)1( 2  aD . Решая 
уравнение 01122  aa , получаем два 
значения параметра 321a  или 

321a .  

Подставляя 321a  в систему нера-
венств, получаем  












3)321(

,3)321(
2

2

yyx

xxy

 












.03)321(

,03)321(
2

2

xyy

yxx
 

Сложив левые части и правые части не-
равенств системы, получим 

 063232 22 yyxx  

 0)332()332( 22 yyxx  
0)3()3( 22  yx . 

Отсюда следует, что система имеет 
единственное решение 3x  и 3y . 

Аналогично действуя, получим, что при 
321a  система имеет единственное 

решение 3x  и 3y . 

Ответ. 321 . 

Упражнения 
36. (ЕГЭ, 2007). Найдите все значения 

a , для которых при каждом x  из проме-
жутка )1;3[   значение выражения 

37 24  xx  не равно значению выраже-
ния .2ax  

37. (ЕГЭ, 2007). Найдите все значения 
a , для которых при каждом x  из проме-
жутка [ 5; 1)   значение выражения 

2 3x   не равно значению выражения 
( 4) | | .a x  

38. (Экзаменационная работа за курс 
средней школы, 1994 г.). При каких зна-
чениях a  уравнение 

02||)13( 22  aaxax  

имеет четыре различных решения? 

39. Найдите все значения а, при каж-
дом из которых уравнение  

2 | 2 | 4x a x     

имеет хотя бы один корень, причем все 
его корни лежат на отрезке [0;4] . 
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40. (МФТИ, 2008). Найдите все значе-
ния а, при которых уравнение  

|3||2||6| 2 aaxax   

имеет хотя бы одно действительное ре-
шение. 

41. (МИОО, 2012). При каких a  урав-
нение  

10|||| 2  xaxx  

имеет ровно три корня? 

42. (МГУ, 2003). При каких значениях 
а уравнение 

09)2cos(4)1(2 322  axax  

имеет единственное решение? 

43. (МГУ, 2007). При каких значениях 
параметра а уравнение  

  1113 2)44(422316 xxxx a   

0122  aa  

имеет три различных корня?  
44. (МИОО, 2010). Найдите все значе-

ния a , при каждом из которых уравнение  

axxaxxax   8464 2452
 

не имеет действительных решений. 

45. (ЕГЭ, 2003). Найдите все значения 
p, при которых уравнение  

 xpx 2tg1cos27   

имеет хотя бы один корень. 

46. (ЕГЭ, 2003). При каких значениях 
p  уравнение 

34cos 7 cos 2x p x   

не имеет корней. 
47. (МИОО, 2010). Найдите все значе-

ния a , при каждом из которых уравнение  








  )2cos(
3
210cos

2

axaxx  

axx  82  

имеет единственное решение. 

48. (ЕГЭ, 2008). Найдите все значения 
а, при каждом из которых неравенство 

 
 

2 2 6 2 5
0

3sin 1 4

x xa

x a

   


  
 

не имеет решений. 
49. (ЕГЭ, 2008). Найдите все значения 

а, при каждом из которых неравенство 

 
 

2log 3 3 log 2 6
0

2sin 4 4

xx a

a x

   


  
 

не имеет решений. 

50. (МИОО, 2012). Найти все значения 
параметра a , большие 1, при каждом из 
которых уравнение xxf a |33|)(   
имеет ровно 6 решений, где f  четная 
периодическая функция с периодом 

4T , определенная на всей числовой 
прямой, причем 22 )1|1(|5,4)(  xaxf , 
если 20  x  

51. (МИОО, 2012). Найти все значения 
параметра a , при каждом из которых 
уравнение 3|2|)( xaxf   имеет ровно 
4 решения, где f  четная периодическая 

функция с периодом 
3

16
T , определен-

ная на всей числовой прямой, причем 
2)( axxf  , если 

3
80  x . 

52. Найти все значения параметра a , 
при каждом из которых система уравне-
ний 















4|2sin||2|)2(

,

,cos4||

22

2

xzza

azy

xay

 

имеет хотя бы одно решение, и укажите 
решения системы для каждого из най-
денных значений a . 

53. (МИОО, 2011). Найдите все значе-
ния параметра a , при каждом из которых 
система уравнений 









xy

xaay ),(log1)344(log 22  

имеет решение.  
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54. (МФТИ, 2002). Найдите все значе-
ния параметра a , при которых система 
уравнений  









5,0)2(

,2)12(log)275(log
2

22

axyay
yxyx

 

имеет ровно два решения. 
55. (МИОО, тренировочная работа, 

декабрь 2010). Найдите все значения па-
раметра a , при каждом из которых сис-
тема  














2
,1

,020942

x
axy

yxxyy
 

имеет единственное решение. 

56. (МИОО). Найдите значения пара-
метра а, при каждом из которых имеет 
единственное решение );( yx  система 
уравнений 











.3)12(
,3)12(

22

22

xayay
yaxax

 

57. Найдите все значения параметра a , 
при которых имеет единственное реше-
ние система неравенств: 

а) 










;)(
,)(

2

2,

ayx
axy

 

б) 
2

2

( ) 2 ,
( ) 3 2 .

y x y x y a
x y x y x a

     


    
 

58. (МГУ, 2001). Найдите все значения 
а, при которых система  











01)1(2
,042)1(

2

2

axaax
aaxxa

 

имеет единственное решение.  
59. (МИОО, 2010). Найдите все значе-

ния а, при каждом из которых система  








4
,0)32)((

ax
aaxax

 

не имеет решений. 

60. (МГУ, 1967). Найдите все значения 
a , при каждом из которых не имеет ре-
шений система неравенств: 

а) 












;8

,0
22
axx

ax
aaxx

  

б) 












.8

,0
22

axx
ax

aaxx
 

61. (МГУ, 1967). Найдите все значения  
a , при каждом из которых система  











2

,022)3(

2

2

aax

a
a

xaax
 

не имеет решений.  

62. Определите значения параметра a, 
при которых система неравенств  

2

1,
3 1

x a
x x a
  


  

 

имеет единственное решение.  

63. Определите, при каких значениях 
параметра a  имеет решение система не-
равенств  

2

2

2 0,
4 6 0.

x x a
x x a

   


  
 

64. Найдите все значения параметра a , 
при каждом из которых система уравне-
ний 











02074844
,0222
222

2

aaayaxyx
aayaxxy

 

имеет ровно два различных решения. 

65. Определите значения параметра a , 
при которых имеет единственное реше-
ние система неравенств   

2

2

3,
3.

y ax x
x ay y

   


  
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Глава 3. Функции, заданные 
в неявном виде 

Неявная функция (иначе – неявно за-
данная функция) – функция, заданная 
уравнением 

( ; ) 0F x y  , (*) 
то есть это такая функция ( )y f x , что 

( ; ( )) 0F x f x  . 
Для нахождения этой функции надо 

решить уравнение (*). Иногда решение 
приводит к сложным формулам, либо оно 
неоднозначно ([9], с. 234). 

Например, уравнение 3 0xy   задает 
при 0x   неявную функцию, которая 

имеет явное выражение 3y
x

 . Уравне-

ние 2 2 4x y   задает две неявные функ-

ции, 24y x    или 24y x  . 

3.1. Формула расстояния  
между точками 

Рассмотрим геометрическую интер-
претацию формул или выражений, свя-
занных с геометрическим смыслом фор-
мулы расстояния между двумя точками 
на плоскости, неравенством треугольни-
ка. 

расстояние между двумя точками 
Необходимо вспомнить:  

 формулу расстояния   между двумя 
точками ),( 11 yx  и ),( 22 yx :  

2
21

2
212211 )()()),(),,(( yyxxyxyx  ; 

 неравенство треугольника для трех  
точек плоскости ),( 11 yx , ),( 22 yx  и 

),( 33 yx : 

 )),(),,(()),(),,(( 33222211 yxyxyxyx
)),(),,(( 3311 yxyx . 

Пример 71. Найти расстояние между 
точками (4; 3)A   и ( 2; 1)M x y  . 

Решение. По формуле расстояния ме-
жду двумя точками на плоскости имеем: 

2 2( ; ) ( 6) ( 4)A M x y     . 

уравнение отрезка 
Прежде всего, дадим геометрическую 

интерпретацию следующему уравнению: 

 2
2

2
2

2
1

2
1 )()()()( yyxxyyxx

2
12

2
12 )()( yyxx  , 

где 2121 ,,, yyxx  заданные числа, причем 

21 xx   и 21 yy   одновременно. 
Для этого рассмотрим в некоторой пря-

моугольной системе координат Oxy  (см. 
рис. 36) точки );( yxM , );( 111 yxA , 

);( 222 yxA . Тогда каждое выражение, вхо-

дящее в формулу, 2
1

2
1 )()( yyxx  ,  

2
2

2
2 )()( yyxx   и 2

12
2

12 )()( yyxx   
можно интерпретировать, как расстояние 
между точками  и ,  и , 1A  и 

2A  соответственно. 
Из неравенства треугольника имеем 

2121 AAMAMA  , где 2121 AAMAMA   
тогда и только тогда, когда точка M  
принадлежит отрезку 21AA . Следователь-
но, этому уравнению удовлетворяют ко-
ординаты всех точек отрезка 21AA . По-
этому рассматриваемое уравнение можно 
условно назвать «уравнением отрезка»: 

Пример 72. Определить наименьшее 
значение выражения: 

 542),( 22 yxyxyxf  

136422  yxyx . 

Решение. Преобразуем данное выра-
жение: 

 22 )2()1(),( yxyxf  
22 )3()2(  yx . 

Рассмотрим в системе координат Oxy  
точки );( yxM , )2;1(1 A , )3;2(2A  (см. 

1A M 2A M

 
Рис. 36 

1

y

x2O



3
2
1 M

A1

A2


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рис. 36). Тогда 22 )2()1(  yx  можно 
интерпретировать, как расстояние между 
точками M  и 1A , а 22 )3()2(  yx  – 
как расстояние между точками M  и 2A .  

Тогда 21),( MAMAyxf  . В соответ-
ствии с неравенством треугольника 

2121 AAMAMA  , где 2121 AAMAMA   
только в случае, если точка M  принад-
лежит отрезку 21AA . Значит, наименьшее 
значение суммы 21 MAMA   будет равно 
длине отрезка 21AA : 

5)31()21( 22
21 AA . 

Ответ: 5. 

Пример 73. (МИОО, 2011). Найти все 
значения параметра a , при каждом из 
которых система 











9

,10||)3()(
2

2222

aaxy

aayaxyx  

имеет более одного решения. 

Решение. При 0a  система имеет 

вид 










.9
,02 22

y
yx  В этом случае систе-

ма уравнений решений не имеет. 
Пусть 0a . Рассмотрим систему ко-

ординат Oxy  (см. рис. 37).  

Левая часть первого уравнения систе-
мы представляет собой сумму расстояний 
от начала координат O  до точки );( yxM  
и от точки M  до точки )3;( aaA  , а пра-
вая часть – расстояние между точками O  
и A :  

22 yxOM  , 
22 )3()( ayaxMA  , 10|| aOA  . 

Так как OAMAOM  , то это равен-
ство возможно тогда и только тогда, ко-
гда точка M  лежит на отрезке OA. 

Второе уравнение системы задает в 
системе координат Oxy  прямую. Отрезок 
OA будет иметь более одной общей точ-
ки с прямой 92  aaxy , только в слу-
чае, если отрезок лежит на этой прямой. 
Таким образом, координаты точек 

 и  должны удовлетво-
рять второму уравнению системы 

92  aaxy . Подставляя координаты 
точек в уравнение прямой, получим: 

.3
9

,3
90

,93
2

2

2

22






















a

a
aa

a
aaa

 

Ответ: 3 . 

3.2. Уравнение прямой 

• Уравнение прямой с угловым коэф-
фициентом k , проходящей через точку 

);0( b : 
bkxy  . 

• Уравнение прямой, проходящей че-
рез две заданные точки );( 111 yxM  и 

);( 222 yxM : 
))(())(( 121121 yyxxxxyy  . 

• Уравнение прямой в отрезках на 
осях: 

1
b
y

a
x  )0,0(  ba . 

• Уравнение  
0 cbyax , 

где 022  ba , задает на координатной 
плоскости прямую. 

• Уравнение  
,mcbyax   

где 0m  и ,022 ba  задает на коор-
динатной плоскости две параллельные 
прямые. В частности, прямые mcby   

)3;( aaA  )0;0(O

 
Рис. 37 

A

M(x, y)

y

xO

C

a

a
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параллельны оси Ох, а прямые 
mcax   параллельны оси Оу. 

• Уравнение  
   0222111  cybxacybxa , 

где 022  ii ba  ),2;1( i  ,
2

1

2

1

b
b

a
a   задает 

на координатной плоскости две пересе-
кающиеся прямые. 

• Уравнение 
,222111 cybxacybxa   

где 022  ii ba  ),2;1( i  ,
2

1

2

1

b
b

a
a

  задает 

на координатной плоскости две пересе-
кающиеся прямые. 

• Уравнение 
,222111 cybxacybxa   

где 022  ii ba  ),2;1( i  ,
2

1

2

1

b
b

a
a

  задает 

на координатной плоскости множество 
точек угла, не включая внутренние точки. 
В частности, задает угол 211 ccxay   
с осью симметрии, параллельной оси Oy , 
и угол 211 ccybx   с осью симмет-
рии, параллельной оси Ox . 

пучок прямых 
Уравнение пучка прямых, проходящих 

через точку ),( 00 yx : ))(( 00 xxakyy  , 
где множитель )(ak  – угловой коэффици-
ент указанных прямых, в котором при из-
менении значений параметра прямые, по-
лучаются друг из друга поворотом на со-
ответствующий угол относительно точки 

),( 00 yx  (центр поворота).  

Пример 74. (МИОО, 2010). Найти все 
значения параметра a , при каждом из 
которых система  














3
,1

,0491472

x
axy

yxxyy
 

имеет единственное решение. 
Решение. Группируя члены в левой 

части первого уравнения системы, ее 
можно разложить на множители  

 491472 yxxyy  
 )7()4914( 2 xxyyy  

)7)(7()7()7( 2  xyyyxy . 

Тогда первое уравнение системы рав-
носильно совокупности двух линейных 
уравнений 










.7
,7

0491472

xy
y

yxxyy  

Второе уравнение системы 1 axy  
задает семейство прямых, проходящих 
через точку с координатами )1;0( . 

Исходная система будет иметь единст-
венное решение при тех значениях пара-

метра a , при ко-
торых соответст-
вующая прямая из 
этого семейства 
имеет только од-
ну точку пересе-
чения с прямой 

7y  или прямой 
7 xy  в полу-

плоскости, распо-
ложенной правее 
прямой 3x  (см. 
рис. 38).  

Имеется четыре критических положе-
ния для прямых 1 axy : 

I. Прямая 11  xay  проходит через 
точку )7;3(A . Из уравнения 137 1  a  
получаем 21 a . 

II. Прямая 12  xay  проходит через 
точку пересечения прямых 3x  и 

7 xy  с координатами )4;3(B . Из 
уравнения 134 2  a  получаем 12 a . 

III. Прямая 13  xay  параллельна 
прямой 7y , т.е. 03 a . 

IV. Прямая 14  xay  параллельна 
прямой 7 xy , т.е. 14 a . 

Соответственно, данная в условии сис-
тема будет иметь единственное решение, 
если прямая 1 axy  будет проходить в 
области на плоскости Oxy  выделенной 
фоном, что соответствует значениям па-
раметра 01  a  или 21  a .  

Ответ. ( 1; 0] (1; 2]  . 

 
Рис. 38 
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прямая и области на координатной 
плоскости 

• Прямая  
0 cbyax , 

где ,022  ba  разбивает координатную 
плоскость на две открытые полуплоско-
сти так, что координаты точек одной по-
луплоскости удовлетворяют неравенству 

0 cbyax , а другой – неравенству 
0 cbyax . 

• Неравенство  
,mcbyax   

где 0m  и ,022 ba  задает на коор-
динатной плоскости множество внутрен-
них точек «полосы», включая границы. В 
частности, «полоса» mcby   парал-

лельна оси Ох, а «полоса» mcax   па-
раллельна оси Оу. 

• Неравенство 

   0222111  cybxacybxa    
(или    0222111  cybxacybxa ), 

где 022  ii ba  ),2;1( i  ,
2

1

2

1

b
b

a
a   задает 

на координатной плоскости множество 
внутренних точек вертикальных углов, 
включая границы. 

• Неравенство  

,222111 cybxacybxa   

где 022  ii ba  ),2;1( i  ,
2

1

2

1

b
b

a
a

  задает 

на координатной плоскости множество 
внутренних точек вертикальных углов, 
включая границы. 

• Неравенство  

,222111 cybxacybxa   

где 022  ii ba  ),2;1( i  ,
2

1

2

1

b
b

a
a

  задает 

на координатной плоскости множество 
внутренних точек угла, включая границы.  

 

Пример 75. Найти все такие значения 
параметра a , при каждом из которых 
система неравенств 














ауха
уах

ауха

45)32(
,3)43(4

,142)12(
 

имеет единственное решение. Найти 
это решение. 

Решение. При фиксированном значе-
нии a  каждое неравенство системы оп-
ределяет на плоскости xOy  полуплос-
кость вместе с границей. Для того чтобы 
эти полуплоскости имели единственную 
общую точку, необходимо, чтобы пря-
мые, их ограничивающие, пересеклись в 
одной точке. В соответствующей системе 
линейных уравнений  

(2 1) 2 4 1,
4 (3 4) 3,
(2 3) 5 4

а х у а
х а у
а х у а

   
   
   

 

исключим x  и y . Для этого удобнее из 
первого и третьего уравнений найти x   и 
y  и подставить полученные выражения 

во второе уравнение. Получим уравнение  
242 17 25 0a a    

с корнями 1a   или 25
42

a   . Рассматри-

вая графические решения неравенств 
системы (см. рис. 39), получаем, что при 

1a   система неравенств имеет единст-
венное решение 1x   и 1y  .  

 
Рис. 39 

x

y

1

1

0
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Если 25
42

a   , то система неравенств 

имеет бесконечное множество решений. 

Ответ. 1а ; 1x   и 1.y    

Пример 76. При каких значениях a  
фигура, задаваемая неравенствами  











aaaxу
аaaxу
2||
,4||

2

2

 

имеет наибольшую площадь? Найти эту 
площадь. 

Решение. Первое неравенство задает 
на координатной плоскости (см. рис. 40) 
прямой угол с вершиной 2( ; 4 )a a a , вто-
рое неравенство – прямой угол с верши-
ной 2( ; 2 )a a a  . Общая часть (в общем 
случае квадрат) будет при условии 

2 22 4a a a a    . Отсюда [0;3]a .  

Диагональ квадрата равна  
2 2 2| ( 2 ) ( 4 ) | | 2 6 |d a a a a a a       . 

Площадь квадрата 

2 2 21( ) 2( 3 )
2

S a d a a    

на промежутке [0;3]  принимает наи-

большее значение 81
8

 при 3
2

а   (пока-

жите самостоятельно с помощью произ-
водной).  

Ответ. 
8
81;

2
3

 Sа . 

Пример 77. (ЕГЭ, 2011). Найти все 
значения параметра a , при каждом из 
которых система  











25
,053)54(

22

22

ax
aaxax

 

имеет решения. 
Решение. Разложим левую часть нера-

венства системы на множители. Для это-
го решим квадратное уравнение 

053)54( 22  aaxax  

используя формулу  





2

)53(4)54()54( 22

2,1
aaaax

(4 5) (2 5)
2

a a   
 ,  

или применяя обратную теорему Виета. 
Получаем  531  ax , ax 2 . Тогда 

))(53(53)54( 22 axaxaaxax  . 
Геометрическое место точек F  плос-

кости Oax , координаты которых удовле-
творяют неравенству  

0))(53(  axax  

есть пара вертикальных углов на плоско-
сти Oax  с вершиной в точке )5,2;5,2(A  
(см. рис. 41). 

Уравнение системы задает окружность 
  радиуса 5 с центром в точке )0;0( . 

Решение системы – координаты точек 
дуг окружности, лежащих в множестве 
F . Абсциссы концов этих дуг находятся 
из систем 









25
,053

22 ax
ax

 и 








.25
,0

22 ax
ax

 

Из первой системы получаем 
0,3  aa . Из второй системы получа-

ем 
2

25,
2

25
 aa .  

Следовательно, система будет иметь 
решение при всех значениях 




















2
25;03;

2
25a .  

 
Рис. 40 
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Ответ. 

















2
25;0;3;

2
25 . 

расстояние от точки до прямой 
Формула расстояния от точки 

),( 00 yxM  до прямой l , заданной на ко-
ординатной плоскости Oxy  уравнением 

0 cbyax : 

22
00 ||),(
ba

cbyaxlM


 . (*) 

Формулу (*) легко получить из фор-
мулы расстояния от точки ),,( 000 zyxM  
до плоскости  , заданной в прямоуголь-
ной системе координат Охуz уравнением 

0 dczbyax  ([2], стр. 116): 

222

00 ||
),(

cba

dczbyax
lM




 .  (**) 

Действительно, уравнение  
0 dbyax  

задает плоскость  , перпендикулярную 
плоскости Оху. Пересекая плоскость   
плоскостями cz  , получаем прямые. В 
случае 0z  получаем прямую, задан-
ную на плоскости Оху уравнением 

0 dbyax . Поэтому расстояние от 
точки ),( 00 yxM  до прямой 

0 dbyax  в плоскости Оху равно 
расстоянию от точки )0,,( 00 yxM  до 

плоскости  , заданной уравнением 
0 dbyax . Отсюда из формулы (**) 

получаем формулу (*). 

Пример 78. Найти расстояние от 
центра окружности 2 2( 2) ( 1) 4x y     
до прямой 2 3 1 0x y   . 

Решение. Так как центр окружности 
имеет координаты (2; 1) , то по формуле 
(*) получаем  

2 2

| 2 2 3 ( 1) 1| 6
132 ( 3)

     
 

 
. 

3.3. Уравнение окружности 
Уравнение  

22
0

2
0 )()( Ryyxx  , 

где ,0x Ry ,0  – заданные числа, причем 
0R , задает на координатной плоскости 

окружность   радиуса R с центром в 
точке ),( 00 yx . 

Рассмотрим интерпретации некоторых 
уравнений окружности с параметром а : 

• уравнение 22
0

2
0 )()( аyyxx   

задает на координатной плоскости семей-
ство окружностей с общим центром 

),( 00 yx  радиуса || aR   при 0a ; если 
0a , то саму точку ),( 00 yx ; 

• уравнение аyyxx  2
0

2
0 )()(  

задает на координатной плоскости семей-
ство окружностей с общим центром 

),( 00 yx  радиуса аR   при 0a ; если 
0a , то саму точку ),( 00 yx ;  

• уравнение 222 )()( Rayax   за-
дает на координатной плоскости семей-
ство окружностей одинакового радиуса 
R  с центрами );( aa , расположенными 
на прямой xy  ; 

• уравнение 2222 )()( Rayax   
задает на координатной плоскости семей-
ство окружностей одинакового радиуса 
R  с центрами );( 2aa , расположенными 
на параболе 2xy  . 
 

 
Рис. 41 
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взаимное расположение  
окружности и прямой (отрезка)  

Напомним из геометрии некоторые 
утверждения о взаимном расположении 
окружности и прямой. 

 Окружность и прямая не имеют 
общих точек, если расстояние a от 
центра окружности до прямой боль-
ше радиуса r этой окружности 
(ܽ >  .(ݎ

 Окружность и прямая имеют 
ровно одну общую точку, если рас-
стояние a от центра окружности до 
прямой равно радиусу r этой окруж-
ности (ܽ =  .(ݎ

 Окружность и прямая имеют две 
общие точки, если расстояние a от 
центра окружности до прямой мень-
ше радиуса r этой окружности 
(ܽ <  .(ݎ
Пример 79. Найти все значения а, при 

которых система уравнений  










222

2222 ,1012361664

ayx

yyxxyx  

имеет два решения. 

Решение. Запишем первое уравнение 
системы в виде  

10)6()8( 2222  yxyx . 

Пусть );( yxM  – точка координатной 
плоскости Оху (см. рис. 42), тогда левая 
часть этого уравнения есть сумма рас-
стояний от точки M  до точек )0;8(1 M  и 

)6;0(2M . 

Так как расстояние между точками 1M  и 

2M  равно 10, то координаты точки M  
удовлетворяют первому уравнению сис-
темы в том и только в том случае, когда 
M  лежит на отрезке 21MM . В самом де-
ле, если M  не принадлежит прямой 

21MM , то указанная сумма расстояний 
больше 10 (неравенство треугольника). В 
случае, когда точка M  лежит на прямой 

21MM  вне отрезка 21MM , эта сумма так-
же больше 10. 

Второе уравнение системы 
222 ayx   задает семейство окружно-

стей радиуса || a  с центром в точке O . 
Условию задачи будет удовлетворять ок-
ружность, имеющая две общие точки с 
отрезком 21MM . Это возможно, если ра-
диус окружности || a  будет больше ра-
диуса, при котором окружность касается 
отрезка 21MM . В случае касания | |a h , 
где h – высота в треугольнике 21MOM , 
опущенная из точки О на 21MM  (см. рис. 

42), 8,4
10

86 h . В другом случае ради-

ус окружности || a   меньше или равен 
радиусу окружности, проходящей через 
точку 2M , т.е. | | 6a  . Следовательно 

6||8,4  a .  
Ответ. 8,46  a , 68,4  a . 

Пример 80. (МИОО, 2011). Найти все 
значения параметра a , при каждом из 
которых система 









aayax
yx

2)2()(
,11|12|

22
 

имеет единственное решение. 
Решение. Геометрическое место точек 

плоскости Oxy , координаты которых 
удовлетворяют неравенству системы, 
представляет полосу с границами-
прямыми 102  yx  и 122  yx . 

Рассмотрим уравнение системы. При 
2a  уравнение не определено.  

Если 2a , то уравнение 
0)4()2( 22  yx  задает точку 

)4;2( C , принадлежащую полосе, так 

 

Рис. 42 

O x

h
M1

6

–8

y

M2
M



Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Функция и параметр 

54 
20.05.2012. www.alexlarin.net 

как выполняется неравенство 
11|182|   (см. рис. 43). 

При 2a  уравнение системы задает 
окружность   с центром )2;( aaM  и ра-
диусом ar  2 . Окружность будет 
иметь единственную точку с полосой, 
если она будет касаться полосы, и центр 
ее при этом будет лежать вне полосы. 

Используя формулу расстояния от 
точки );( 00 yxM  до прямой l, заданной на 
координатной плоскости Oxy  уравнени-
ем 0 dbyax , получим: 

а) расстояние от центра )2;( aaM  ок-
ружности   до прямой 0102  yx  

равно радиусу ar  2 . Отсюда полу-
чаем уравнение 

aaa 


 2
21

|104|
22

 или 25 21 18 0a a   , 

имеющее корни 2,1a  или 3a ; 
При 2,1a  точка )4,2;2,1(M  лежит 

внутри полосы, поскольку  
|1,2 4,8 1| 7 11    . При 3a  точка 

)6;3(M  лежит вне полосы, так как
| 3 12 1| 16 11    . 

б) расстояние от центра )2;( aaM  ок-
ружности   до второй прямой 

0122  yx  равно радиусу ar  2 . 
Отсюда получаем уравнение 

aaa 


 2
21

|124|
22

 или 225 115 134 0a a   , 

не имеющее корней. 

При 2,1a  точка )4,2;2,1(M  лежит 
внутри полосы, поскольку  |12| yx  

111,618,42,1  . При 3a  точка 
)6;3(M  лежит вне полосы,  |12| yx  

11131123  .  
Ответ. 3;2 . 

Замечание. Другой способ решения 
задачи связан с использованием того 
факта, что центры семейства окружно-
стей, заданных уравнением системы при 

2a , лежат на прямой xy 2 , пересе-
кающей прямую 102  yx  в точке 

)4;2(B  и прямую 122  yx  в точке 
)8,4;4,2( A , и перпендикулярной этим 

прямым. Окружность будет касаться по-
лосы в точках А или В, при этом в первом 
случае абсцисса центра окружности 

4,2a , а во втором – 2a . Точка A  
не удовлетворяет условию задачи, так как 
значение 4,2a . Так как точка )4;2(B  
принадлежит окружности, то  

2)24()2( 22  aaa . 
Отсюда получаем квадратное уравне-

ние 25 21 18 0a a   , корни которого 
2,1a  (не удовлетворяет условию 2a ) 

или 3a .  

Пример 81. Найти все значения пара-
метра a , при каждом из которых сис-
тема 









4)()(
,|2|

22 ayax
yxyx

 

имеет решения. 
Решение. Неравенство системы равно-

сильно совокупности систем  
2 0, 2 ,
2 1.

x y y x
x y x y y
     

      
 

и   
2 0, 2 ,

2 1.
x y y x

x y x y x
     

       
 

Таким образом, неравенство системы 
задает множество внутренних точек пря-
мого угла без границ (см. рис. 44). Урав-
нение системы задает окружность радиу-
са 2 с центром ( ; )a a , расположенным на 
прямой y x .  

Рассмотрим два особых случая распо-
ложения окружности. 

 
Рис. 43 
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Пусть окружность касается прямой 
1x   в точке А. Из прямоугольного рав-

нобедренного треугольника МАР опреде-
ляем координаты центра окружности 

( 1; 1)M    и значение 1a   . 

Пусть окружность касается прямой 
1y   в точке В. Из прямоугольного рав-

нобедренного треугольника BРN  опреде-
ляем координаты центра окружности 

(3; 3)N  и значение 3a  . 
Окружность имеет общие точки с точ-

ками угла при ( 1;3)a  .  
Ответ. )3;1( . 

взаимное расположение окружности  
и пучка прямых 

Пример 82. (ЕГЭ, 2011). Найти все 
значения параметра a , при каждом из 
которых система  














0
,1

,4)6|(|)6|(| 22

xy
axy

yx
 

имеет единственное решение. 
Решение. Первое уравнение системы 

задает фигуру F , состоящую из четырех 
окружностей 1 , 2 , 3 , 4  радиуса 2 с 
центрами в точках )6;6(1C , )6;6(2 C , 

)6;6(3 C  и )6;6(4 C  соответственно 
(см. рис. 45). 

Второе уравнение системы 1 axy  
задает семейство прямых, каждая из ко-
торых проходит через точку с координа-
тами )1;0(  и имеет угловой коэффициент, 
равный a . 

Окружности 2  и 4  расположены со-
ответственно во II и IV квадрантах, по-
этому координаты x  и y  точек, лежащих 
на 2  и 4  имеют разные знаки и 0xy .  

С учетом выполнения условия 0xy , 
задача сводится к нахождению всех зна-
чений параметра a , при которых прямая 
пучка имеет единственную общую точку 
с какой-нибудь из окружностей 1  или 

3  и не имеет общих точек с другой.  

Значения параметра a , при которых 
прямые пучка имеют общие точки с 1 , 
соответствуют значениям a , при которых 
имеет решение система уравнений  








.1
,4)6()6( 22

axy
yx

 

Подставляя 1 axy  в первое уравне-
ние, получаем уравнение  

2 2(1 ) (12 10 ) 57 0a x a x     , 
имеющее решение при a  таких, что 

16
5715

16
5715 


 a . При 

16
5715

1


a  и 
16

5715
2


a  прямые яв-

ляются касательными к окружности 1 , 
т.е. имеют с ней одну общую точку. 

Для окружности 3  получаем систему  








.1
,4)6()6( 22

axy
yx

 

Подставляя 1 axy  в уравнение ок-
ружности, получаем уравнение  

2 2(1 ) (12 14 ) 81 0a x a x     , 

 
Рис. 45 
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имеющее решение при 
8

15
4
3

 a .  

При 
4
3

3 a  и 
8

15
4 a  прямые являются 

касательными к окружности 3 , т.е. 
имеют с ней одну общую точку. 

Так как 4231 aaaa  , то единствен-
ную общую точку с окружностями 1  и 

2 , прямые имеют при 
16

5715
1


 aa  

и 
8

15
4  aa . Соответственно исходная 

система в этих случаях имеет единствен-
ное решение.  

Ответ. 
16

5715   и 
8

15 . 

взаимное расположение окружности  
и угла  

Пример 83. Найти значения пара-
метра а, при которых система уравне-
ний 








axy
yx

||
,122

 

имеет ровно два различных решения. 
Решение. Первое уравнение системы 

задает окружность радиуса 1 с центром 
(0; 0). Второе 
уравнение 

axy  ||  задает 
семейство «угол-
ков» с вершиной 
на оси Oy  (см. 
рис. 46). Так как 
выражения 22 yx   
и || xy   не меня-
ются при замене x  на x , то графики 
уравнений системы имеют общую ось 
симметрии 0x .  

Рассмотрим случай касания окружно-
сти и угла. Так как ,45AOB  

,1 ABOA  ,2OB  то .2a  
Из рисунка видно, что условию задачи 

удовлетворяют следующие значения 
).1;1(}2{ a  
Ответ: ).1;1(}2{   

Пример 84. (ЕГЭ, 2011). Найти все 
значения а, при каждом которых система  








1||
,9)4()4( 22

axy
yx

 

имеет ровно три различных решения. 
Решение. Первое уравнение системы 

задает окружность радиуса 3 с центром в 
точке )4;4(O .  

Второе уравнение системы задает 
прямой угол с вершиной в точке )1;(a  и 
симметричной относительно прямой 

ax   (см. рис. 47). 

Прямая 1y  является касательной к 
окружности. 

Ровно три точки заданные фигуры 
имеют в трех случаях. 

1. Вершина прямого угла лежит в точ-
ке касания окружности и прямой 1y (в 
точке M ), а его стороны пересекают ок-
ружность в двух точках. Это условие вы-
полняется при 4a . 

2. Одна из сторон угла пересекает ок-
ружность в двух точках, а другая касается 
окружности. Таких случаев два. 

Четырехугольник AOBE  – квадрат (см. 
рис. 47), симметричный относительно 
прямой ax  , со стороной, равной ра-
диусу окружности 3, и диагональю 23 .  

3 2 3MD MC OE OM     . 
Абсциссы точек C  и D  соответству-

ют искомым значениям параметра a . 
Следовательно, условию задачи соответ-
ствуют 237)323(4 a  или 

231)323(4 a . 
Ответ: 237  , 4 и 231 . 

 
Рис. 46 

1

y

x
1

2

1

1
2O

A
B

M

 
Рис. 47 

A
M

B
1

0

y

x

O

4

4

DC

E



Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Функция и параметр 

57 
20.05.2012. www.alexlarin.net 

взаимное расположение  
двух окружностей 

Напомним из геометрии некоторые 
утверждения о взаимном расположении 
двух окружностей. 

 Расстояние d между центрами 
касающихся окружностей радиусов R 
и r (ܴ ≥ ܴ равно (ݎ +  при внешнем ݎ
касании и ܴ −  .при внутреннем ݎ

 Две окружности радиусов R и r 
(ܴ ≥  пересекаются тогда и только (ݎ
тогда, когда расстояние d между их 
центрами меньше, чем r + R, но боль-
ше, чем R − r. 

 Если расстояние d между цен-
трами двух окружностей радиусов R 
и r (ܴ > ܴ) больше суммы  (ݎ + ݎ < ݀) 
или меньше разности (ܴ − ݎ > ݀) их 
радиусов, то окружности не имеют 
общих точек. 

Пример 85. (ЕГЭ, 2011). Найти все 
положительные значения параметра а, 
при каждом из которых система  










222

22

)2(
,4)4()5|(|

ayx
yx

 

имеет единственное решение. 

Решение. При 0x  первое уравнение 
системы имеет вид 4)4()5( 22  yx  
и задает окружность 1  радиуса 2 с цен-
тром в точке )4;5(1C , а при 0x  – имеет 
вид 4)4()5( 22  yx  и задает окруж-
ность 2  радиуса 2 с центром в точке 

)4;5(2 C  (см. рис. 48). 
Второе уравнение системы при поло-

жительных значениях параметра a  задает 
окружность   радиуса a  с центром в 
точке )0;2(C . 

Задача сводится к нахождению всех 
значений параметра a , при которых ок-
ружность   имеет единственную общую 
точку с непересекающимися окружно-
стями 1  и 2 . Это возможно, если ок-
ружность   касается внешним или внут-
ренним образом с одной из окружностей 

1  и 2 , и при этом не имеет общих то-
чек с другой.  

Так как точка касания и центры двух 
касающихся окружностей лежат на одной 
прямой, то проведем лучи 1CC  и 2CC , и 
обозначим 1A  и 1B  точки касания окруж-
ностей   и 1 , а 2A  и 2B  точки касания 
окружностей   и 2 .  

Так как 5)04()25( 22
1 CC , а 

65)04()25( 22
2 CC , то  

32511111  ACCCCAa ,  

72511112  BCCCCBa , 

26522223  ACCCCAa , 

26522224  ACCCCBa . 

Заметим, что при 1aa   и 2aa   ок-
ружности   и 1  не пересекаются, при 

21 aaa   окружности   и 1  имеют две 
общие точки, а при 1aa   и 2aa   ок-
ружности касаются.  

Аналогично при 3aa   и 4aa   ок-
ружности   и 2  не пересекаются, при 

43 aaa   окружности   и 2  имеют 
две общие точки, а при 3aa   и 4aa   
окружности касаются. 

Так как 4231 aaaa  , то условию 
удовлетворяют только числа 3a  и 

265 a . 
Ответ: 3 и 265  . 

 
Рис. 48 
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Пример 86. (Аналог МФТИ, 2006). 
При каких значениях параметра t  сис-
тема уравнений 

2 2 2

2 2

( 1 4 ) ( 1 3 ) 9 ,
( 5) ( 3) 4
x t y t t
x y

      


   
 

имеет единственное решение. 

Решение. При 0t   первое уравнение 
системы 2 2( 1) ( 1) 0x y     имеет реше-
ние (1;1), которое не удовлетворяет вто-
рому уравнению системы. Пусть 0t  , 
тогда первое уравнение системы задает 
окружность   с центром в точке с коор-
динатами )31;41();( 00 ttyx   радиуса 

||3 tr  . Так как tx 410  , а ty 310  , 
то получаем, что 0x  и 0y  связаны урав-

нением 00 4
3

4
1 xy  , т.е. центр этой ок-

ружности лежит в плоскости Oxy  на 

прямой xy
4
3

4
1
  и окружность при ка-

ждом значении  t  касается прямой 1y .  
Второе уравнение системы задает ок-

ружность 1  с центром в точке с коорди-
натами (5; 3)C  радиуса 2, которая также 
касается прямой 1y  (см. рис. 49). 

Единственное решение данная система 
уравнений будет иметь, если окружности 
  и 1  будут касаться внутренним или 
внешним образом. 

В случае внешнего касания расстояние 
между центрами равно сумме радиусов 
окружностей. Это задается уравнением 

2 2(1 4 5) (1 3 3) 3 | | 2t t t        
или  

225 44 20 3 | | 2t t t    
216 44 12 | | 16 0t t t     . 

Полученное уравнение 2 2 1 0t t    
при 0t  корней не имеет, а при 0t  

имеет два корня 1,2
7 33

4
t 

 . 

В случае внутреннего касания, учиты-
вая то, что обе окружности касаются 
прямой 1y , а это возможно только, ес-
ли их точка касания имеет координаты 

)1;5( , получаем, что точки )31;41( tt   и 
(5; 3)  лежат на перпендикуляре к прямой 

1y , проходящем через точку )1;5(A  
(см. рис. 49). Отсюда следует, что 

541  t , т.е. 1t . 

Ответ: 7 33
4

  и 1. 

взаимное расположение окружности  
и произвольной кривой 

Напомним некоторые уравнения 
парабол. 

Функция )0(2  acbxaxy  задает 
на координатной плоскости параболу с 
вершиной в точке );( 00 ух  и осью сим-
метрии 0хх  . 

Функция )0()( 0
2

0  aухxay  
задает на координатной плоскости пара-
болу с вершиной в точке );( 00 ух  и осью 
симметрии 0хх  . 

Пример 87. (Аналог, вариант № 51 от 
ФЦТ, ЕГЭ 2011). Определить в зависи-
мости от значений параметра a  количе-
ство решений системы уравнений:  











).3(12))((
,027||12

2

2

xayayx
yxx

 

Решение. Приведем данную систему 
уравнений к следующему виду 











.)6(
,)6(9||
222

2

ayx
xy

 

Первое уравнение системы задает фи-
гуру F , состоящую из частей парабол 

2)6(9  xy  при 0y , и 

 
Рис. 49 
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9)6( 2  xy  при 0y , (их вершины 
 и ). Второе уравнение 

системы задает семейство окружностей 
  (при 0a ) с центром )0;6(  и радиу-
сом || ar   (см. рис. 50).  

Фигура F  и окружности   имеют оси 
симметрии 6x  и 0y . Отсюда сле-
дует, что если пара );( 00 yx  – решение 
системы, то пары );( 00 yx  , );12( 00 yx  
и );12( 00 yx   также решения. 

В силу симметрии фигур достаточно 
рассмотреть только случай 90  y . То-
гда система будет иметь вид  











.)6(
,)6(9

222

2

ayx
xy

 

Исключая переменную x , получим: 
09 22  ayy . (*) 

Дискриминант 354 2  aD . При 0D , 

т.е. 
2
35|| a , уравнение (*), а значит и 

исходная система решений не имеют. 

При 0D , т.е. 
2
35|| a , уравнение (*) 

имеет единственный корень 5,0y  (что 
соответствует четырем решениям системы).  

Пусть 0D  , т.е. 35| |
2

a  .  

а) Если оба корня уравнения (*) поло-
жительны, то в соответствии с теоремой 
Виета имеем 

2

35| | 35 | | 32 2
9 0

a a
a


   

  

. 

В этом случае система будет иметь во-
семь решений. 

б) Пусть один из корней равен нулю, 
тогда 29 0 3.a a     При 3|| a  
уравнение (*)  имеет корни 0 и 1, следо-
вательно, система имеет шесть различ-
ных решений.  

в) Если корни уравнения (*) разных 
знаков, то  29 0a   или | | 3a  .  

При 9||3  a  уравнение (*) имеет 
положительный корень 

9
4

35
2
1 2

1  ay  и отрицательный 

0
4

35
2
1 2

2  ay . Значит, система 

будет иметь четыре решения.  
При 9|| a  9y  и, следовательно, 

система имеет два решения. 
При | | 9a   уравнение (*) имеет поло-

жительный корень 2
1

1 35 9
2 4

y a     и 

отрицательный 0
4

35
2
1 2

2  ay . Сис-

тема не имеет решений.  

Ответ: при 









2
35;

2
35)9;(a  

);9(   решений нет; при 9a  два реше-

ния; при )9;3(
2
35;

2
35)3;9( 








a  – 

четыре решения; при 3a  – шесть решений; 

при 
















 3;

2
35

2
35;3a  – восемь. 

Пример 88. Найти все значения а, при 
каждом из которых система  

2 2 2

| 3 | | 1| 4,

6 2 16 10

x y

x x y y a

    


    
 

имеет ровно четыре различных решения. 

Решение. Сделаем замену 3u x   и 
1v y  , получим систему 

2 2 2

| | | | 4,

16 .

u v

u v a

  


 
 

)9;6( )9;6( 

 
Рис. 50 
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Количество решений в зависимости от 
параметра для новой системы не изме-
нится, так как эта замена связана с пере-
мещением графиков (центр симметрии 
графиков теперь находится в начале ко-
ординат). 

График второго уравнения – окруж-
ность с центром (0;0) радиуса 4 | |a . Гра-
фик первого уравнения симметричен от-
носительно координатных осей u и v. 
Достаточно построить график уравнения 

| | | | 4u v   и далее отобразить относи-
тельно координатных осей. График по-
следнего уравнения расположен в первом 
координатном углу (самостоятельно ис-
следуйте функцию вида 2(4 )y x  ). 

Четыре общие точки получим в двух 
случаях расположения окружности (см. 
рис. 51). В одном случае окружность 
проходит через точку (16;0). Тогда из 
второго уравнения системы получим 

4a  . Для второго случая общая точка 
лежит на биссектрисе первого коорди-
натного угла, то есть u v . Получим из 
системы 2a   . 

Ответ. 2; 4  . 

окружность и области  
на координатной плоскости 

Окружность 22
0

2
0 )()( Ryyxx   

делит координатную плоскость на две 
части так, что координаты точек, лежа-
щих вне окружности, удовлетворяют не-
равенству 22

0
2

0 )()( Ryyxx  , а рас-
положенных внутри окружности – нера-
венству 22

0
2

0 )()( Ryyxx  . 

Пример 89. (МИОО, 2010). Найти все 
пары );( yx  целых чисел, удовлетворяю-
щих системе неравенств: 











.2711232
,1662018

22

22

yxyx
yxyx

 

Решение. Выделяя полные квадраты, 
получаем: 











.21)6()16(
,15)10()9(

22

22

yx
yx

 (*) 

Геометрическое место точек 1F  плос-
кости Oxy , координаты которых удовле-
творяют первому неравенству системы – 
внутренние точки круга радиуса 15  с 
центром )10;9(1 O  (см. рис. 52). 

Геометрическое место точек 2F  плос-
кости Oxy , координаты которых удовле-
творяют второму неравенству системы – 
внутренние точки круга радиуса 21  с 
центром )6;16(2 O . 

Поскольку 415  , а 521  , то из 
первого неравенства получаем 

2( 9) 15x    или, что 135  x , а из вто-
рого 2( 6) 21x    или 2111  x . Следо-
вательно, только одно целое значение 

12x  удовлетворяет обоим неравенст-
вам. 

Подставляя 12x  в систему (*), полу-
чим с учетом того, что Zy :  



















262

,2102
5)6(

,6)10(
2

2

y
y

y
y

 

8
48

,812









 y
y
y

. 

Ответ. )8;12(  . 

 
Рис. 52 
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Рис. 51 
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Пример 90. При каких значениях па-
раметра a  система неравенств  











56124148
,524

222

222

aayxyx
ayxyx

 

имеет единственное решение. 

Решение. Данную систему можно за-
писать следующим образом:  











.)32()7()4(
,)1()2(

222

222

ayx
ayx

 

При 0a  система примет вид  










222

22

3)7()4(
,0)1()2(

yx
yx

 

и будет иметь единственное решение 
)1;2(  . 

При 0a  первое неравенство систе-
мы задает круг радиуса || a  с центром в 
точке ( 2; 1)A   , второе неравенство – 
внешность круга радиуса |32| a  с цен-
тром в точке (4;7)B , включая и границу 
этого круга. При 5,1a  второму нера-
венству системы удовлетворяют коорди-
наты всех точек плоскости. 

Расстояние между центрами этих кру-
гов равно  

2 2(4 2) (7 1) 10AB      . 

Единственное решение система будет 
иметь в случае, если круг с центром в 
точке A  содержится внутри круга с цен-
тром в точке B  и касается его границы. В 
этом случае круги касаются, и координа-
ты точки касания С – единственное ре-

шение системы (см. рис. 53). Данная си-
туация возможна, если  

|32|10||  aa . 

Решая последнее уравнение, получим 
13a  и 7a . 

Ответ. 7;0;13 . 

Пример 91. При каких значениях па-
раметра a  система неравенств 








42
,)()( 222

xy
aayax

 

имеет хотя бы одно решение? 
Решение. Геометрическое место точек 

1F  плоскости Oxy , координаты которых 
удовлетворяют первому неравенству сис-
темы, есть круг с центром );( aaM  и ра-
диусом || ar  .  

Геометрическое место точек 2F  плос-
кости Oxy , координаты которых удовле-
творяют второму неравенству системы, 
представляет верхнюю полуплоскость с 
границей 042  yx  (см. рис. 54). 

При 0a   система неравенств 
2 2 0,

2 4
x y

y x
  


   
не имеет решений.  

С увеличением значения | |a  радиус 
круга увеличивается, причем круг пере-
мещается вверх при 0a  , вниз при 

0.a   
Данная система неравенств будет 

иметь хотя бы одно решение, если мно-

 

Рис. 54 
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O
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жества 1F  и 2F  будут иметь хотя бы одну 
общую точку. При увеличении радиуса 
при некоторых значениях 01 a  и 02 a  
круг коснется прямой 042  yx , а 
при дальнейшем увеличении || a  множе-
ства 1F  и 2F  будут иметь общие точки. 

Используя формулу расстояния от 
точки );( aaM  до прямой l , заданной 
уравнением 042  yx , получим: 

2 2

| 2 4 | | 4 |( , )
5( 1) 2

a a aM l    
 

 
. 

Значения параметра a , при которых 
произойдет касание, находим из уравне-
ния ||),( alM   или ||5|4| aa  . 
Отсюда получаем два решения 

511 a  и 512 a . Соответст-
венно, условию задачи удовлетворяют 
все a  такие, что 

);51[]51;( a . 
Ответ. );51[]51;(  . 

Замечание. Значения параметра a , 
при которых произойдет касание можно 
было найти, подставив 25,0  xy  в 
уравнение окружности  

222 )()( aayax   
затем поставить условие равенства нулю 
дискриминанта. 

Пример 92. (ЕГЭ, 2011, пробный эк-
замен, Смоленск). Найти все значения а 
и b  такие, что система  











82

,013||64 222

axy

byxyx
 

имеет ровно два различных решения. 

Решение. Преобразуем неравенство 
системы: 222 )3|(|)2( byx  . 

Геометрическое место точек F  плос-
кости Oxy , координаты которых удовле-
творяют этому неравенству системы – 
точки двух кругов радиуса || b  с центра-
ми в точках )3;2(1O  и )3;2(2 O  (см. рис. 
55). При 3|| b  эти круги не имеют об-
щих точек.  

Уравнение системы axy  82  зада-
ет пучок прямых, проходящих через точ-
ку )82;0( A  с угловым коэффициен-
том, равным a . 

Рассмотрим несколько случаев.  
1. Пусть 2|| b . 

Любая прямая пучка, 
пересекающая какой 
либо из кругов, будет 
иметь бесконечно мно-
го общих точек с фи-
гурой F . Соответст-
венно, исходная систе-
ма будет иметь более 
двух решений. Для то-
го чтобы система име-
ла два решения, прямая 
пучка должна коснуть-
ся обоих кругов, т.е. 
должна являться их общей касательной. 
Так как круги имеют равные радиусы и 
их центры лежат на прямой 2x , парал-
лельной оси ординат, то их общие внеш-
ние касательные параллельны оси Oy , а 
их общие внутренние касательные пере-
секаются в точке )0;2(C .  

При 2|| b  окружности касаются оси 
ординат, но не существует такого значе-
ния a , при котором прямая, совпадающая 
с осью Oy , принадлежит пучку, т.е. ни-
какая прямая пучка не может являться 
внешней касательной к рассматриваемым 
кругам. Следовательно, только при 
| | 2b   прямая AC  пучка может служить 
внутренней касательной к этим кругам. 
Найдем значения параметров a  и b , в 
этом случае. Угловой коэффициент пря-
мой AC  равен  

22
2

82tg 
OC
OAOCAa . 

Радиус кругов, равный || b , найдем из 

отношения сторон 
AC

CO
OC

BO 111   подобных 

треугольников  и . Так как 

31 CO , 2OC ,  22 OAOCAC

6)22(2 22  , то 

11BCO AOC

 
Рис. 55 
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1
1 1

3 2 1
6

O C OCO B
AC
 

   . 

Из уравнения 1|| b  получаем два значе-
ния 1b  и 1b . 

2. Пусть 2|| b . В этом случае полу-
чим, что при  AOb 2||

22445)382(2 22    точка A  
является внутренней точкой множества 
F  и в этом случае условие задачи не вы-
полняется, а при AOb 2||2   касатель-
ная, проведенная к нижней окружности 
не пересекает верхнюю окружность. 

Ответ: 22a , 1b  или 22a , 1b . 

3.4. Уравнение параллелограмма 

• Уравнение  
,222111 mcybxacybxa   

где 0m  и 022  ii ba  ),2;1( i  

,
2

1

2

1

b
b

a
a

  задает на координатной плоско-

сти параллелограмм, не включая внут-
ренних точек. 

• Уравнение  

,100 





l
yy

k
xx

 

где 0,0  lk , задает на координатной 
плоскости ромб с центром ),( 00 yx , диа-
гоналями kd 21   и ld 22  , параллель-
ными соответственно осям Ох  и Оу . 

• Уравнение  
,|||| kyx   

где 0k , задает на координатной плос-
кости квадрат с центром )0;0(  и диаго-
налью kd 2 , параллельной оси O x . 

Рассмотрим интерпретации некоторых 
уравнений ромба с параметром а : 

• Уравнение  

,1





l
аy

k
аx

 

где ,0k  0l , задает на координатной 
плоскости семейство ромбов с центрами 

),( аа , расположенными на прямой  
ху  , диагоналями kd 21   и ld 22  , 

параллельными соответственно осям Ох  
и Оу . 

• уравнение аyyxx  |||| 00  зада-
ет на координатной плоскости семейство 
квадратов с общим центром ),( 00 yx  и 
диагональю ad 2 , параллельной оси 
O x , при 0a ; если 0a , то саму точку 

),( 00 yx . 

Пример 93. Найти все значения пара-
метра a , при каждом из которых сис-
тема уравнений  







1||

,12||4||3
axy

yx
 

имеет ровно два различных решения. 
Решение. Первое уравнение системы в 

каноническом виде | | | | 1
4 3
x y
   задает 

ромб с большой полудиагональю 4 на оси 
Ox  и малой полудиагональю 3 на оси 
Oy . Центр симметрии ромба расположен 
в начале координат. График уравнения 
состоит из частей прямых с угловыми ко-

эффициентами 
3
4  или 

3
4

 . Второе урав-

нение системы задает семейство углов с 
вершиной ( ; 1)a  , расположенной на 
прямой 1y   . График второго уравне-
ния состоит из частей прямых с угловы-
ми коэффициентами 1 или –1. 

Рассмотрим особые расположения уг-
ла и ромба (см. рис. 56). 

1. Угол имеет с ромбом одну общую 
точку (4; 0)A , причем точка лежит на 
прямой 1y a x   . Из уравнения 
0 4 1a    находим 5a  . 

 
Рис. 56 
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2. Угол имеет с ромбом общую точку 
(4; 0)A , причем точка лежит на прямой 

1y x a   . Из уравнения 0 4 1a    
находим 3a  . В этом случае ромб и угол 
имеют три общие точки.  

При (3;5)a  ромб и угол имеют две 
общие точки. 

3. Вершина угла расположена в точке 
8 ; 1
3

B   
 

 – точке пересечения прямых 

3 4 12x y   и 1y   . В этом случае 
8 3
3

a   , ромб и угол имеют три общие 

точки. 

При 8 ;3
3

a   
 

 ромб и угол имеют че-

тыре общие точки. 
Пусть 0a  . Ромб и угол имеют две 

общие точки при 80; (3;5)
3

a    
. Ана-

логично при  0a   получим значения 
8( 5; 3) ;0
3

a       
 

. 

Ответ. )5;3(
3
8;

3
8)3;5( 






 . 

Пример 94. В зависимости от значе-
ний a  найти число решений системы  









.442
,1|2||1|

22 ухyх
yаxа

 

Решение. Второе уравнение системы 
2 2( 1) ( 2) 9х y     задает на координат-

ной плоскости окружность с центром (1; 
2) и радиуса 3 (см. рис. 57).  

Так как при 0a   первое уравнение 
системы не имеет решений, то запишем 
его в виде  

| 1| | 2 | 1
1/ 1/
x y

a a
 

  . 

Последнее уравнение при 0a  задает 
квадрат с центром (1; 2) и полудиагона-

лью 
1
a

. Особые значения параметра:  

квадрат вписан в окружность, когда 
1 3
a
 , то есть 

1
3

a  ;  

квадрат описан около окружности, ко-

гда полудиагональ 
1 3 2
a
  (см. прямо-

угольный треугольник), то есть 
1

3 2
a  .  

Окружность и квадрат не имеют об-

щих точек, если 
1 3
a
  или 

1 3 2
a
 ; 

имеют четыре общие точки, если 
1
3

a   

или 
1 3 2
a
 ; имеют восемь общих точек, 

если 
13 3 2
a

  . Отсюда получим зна-

чения параметра a .  

Ответ. При  четыре реше-

ния; при  восемь решений; 

при  нет решений  

взаимное расположение  
параллелограмма и окружности 

Пример 95. При каких действитель-
ных значениях параметра a  система 








ayx
yx

22

,12||2||3
 

имеет наибольшее число решений? 
Решение. Первое уравнение системы 

| | | | 1
4 6
x y
   задает ромб с центром сим-

метрии (0;0) и полудиагоналями 4OA , 
6OB  (см. рис. 58). 










3
1;

23
1а











3
1;

23
1а







 








 ;

3
1

23
1;а

 
Рис. 57 

1

y

x2 543





6
5
4
3
2
1



Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Функция и параметр 

65 
20.05.2012. www.alexlarin.net 

Выражения ||2||3 yx   и 22 yx   не 
меняют свой вид при замене x  на x  и 
y  на y . Поэтому ромб и окружность 

имеют общие оси симметрии Oy  и Ox . 
Так как окружность с прямой (отрезком) 
может иметь самое большее две общие 
точки, то данная система имеет наиболь-
шее число решений, когда окружность 

ayx  22  пересекает каждую сторону 
ромба в двух внутренних точках (общее 
количество – восемь точек). Это возмож-
но тогда, когда радиус этой окружности 
( ar  ) больше радиуса вписанной в 
ромб окружности, но меньше половины 
его меньшей диагонали. 

Рассмотрим треугольник АОВ: высота, 
проведенная к гипотенузе АВ, равна 

,
AB

OAOBh 
  где 4OA , 6OB , 

,5264 22 AB  .
13

1312
h  Значит, 

4
13

1312
 a  или .16

13
144

 a  

Ответ: 144 ;16 .
13

 
 
 

 

Пример 96. Найти все значения a , 
при каждом из которых система уравне-
ний 









1)(
,6||3||2

22 ayx
yx

 

имеет ровно два различных решения. 

Решение. Первое уравнение системы 
задает ромб. Второе уравнение задает се-
мейство окружностей с центром (0; a) на 
оси y и радиуса 1.  

Для окружности, касающейся всех 
сторон ромба, центр должен находиться в 
начале координат. Радиус этой окружно-

сти равен 
6
13

, высоте треугольника 

AOB, опущенной на гипотенузу AB. 
Так как радиус данной окружности ра-

вен 1 и меньше 
6
13

, то имеем случай 

касания как на рисунке 59а (две общие 
точки – два различных решения систе-
мы). Определим в этом случае значение 
параметра a, то есть ординату центра ок-
ружности. 

Треугольники AOB и ADC подобны, 

поэтому 
CD AC
OB AB

   или 
1
3 13

AC
 . Отсюда  

13
3

AC    и 
6 132

3
OC AC 

   . 

Рассмотрим еще особое положение ок-
ружности, проходящей через точку A и пе-
ресекающей стороны ромба (см. рис. 59б).  

В этом случае имеем три общие точки и 
центр окружности будет (0;1), т.е. a = 1. 

 
Рис. 58 
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Рис. 59а 
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При значениях параметра от 
6 13

3


 до 1 

получаем четыре общие точки.  
Следующее особое положение окруж-

ности на рисунке 59в. Центр окружности 
будет (0; 3) то есть a = 3. При всех значе-
ниях a от 1 до 3 окружность имеет с ром-
бом ровно две общие точки. 

Так как при замене x на –x данная сис-
тема не меняется то значения ординаты 
(параметра) центра окружности будут 
симметричны относительно начала коор-
динат. 

Ответ: 6 13( 3; 1) (1;3)
3

       
  

. 

параллелограмм и области 
на координатной плоскости 

• Неравенство 
,222111 mcybxacybxa   

где 0m  и 022  ii ba  ),2;1( i  

,
2

1

2

1

b
b

a
a

  задает на координатной плоско-

сти множество внутренних точек парал-
лелограмма, а неравенство  

mcybxacybxa  222111 – 

множество точек, расположенных вне па-
раллелограмма. 

Пример 97. (МГУ, 1999). Найти все 
значения параметра a , при которых не-
равенство  

| 2 5 | | 2 2 | 3ax y a x ay a       

задает на координатной плоскости па-
раллелограмм с внутренностью. 

Решение. Перепишем неравенство  
2| 2 5 | | 2 2 | 3 .ax y ax a y a a       

Неравенство задает параллелограмм и 
множество внутренних точек при сле-
дующих условиях 

2

2 2

2 2 2

3 0,
2 , 0, 0 1,

2
1 1.2 0,

(2 ) 0

a
a

a a
a a

a aa
a a



              


 

 

Ответ. 0 1; 1a a   . 

Упражнения 
66. Найдите все такие значения пара-

метра a , при каждом из которых система 
неравенств 

2 5 4 12,
3 4,

3 5 6

у x а
х у a
у x а

  
    
   

 

имеет единственное решение. Найдите 
это решение. 

67. (МГУ, 2001) При каких значениях 
параметра a , на плоскости ( ; )x y  суще-
ствует круг, содержащий все точки, 
удовлетворяющие системе неравенств 

2 1,
2 2,

1.

у x
у x
у ax

 
  
     

 

68. Найдите все значения параметра a , 
при каждом из которых система  

2 2

2 2

(5 2) 4 2 0,
4

x a x a a
x a

     


 
 

имеет решения. 

69. Найдите все значения a , при каж-
дом из которых система уравнений 

2 2

2 | | 3 | | 6,
( ) 9

x y
x y a

 


  
 

имеет ровно два различных решения. 

 
Рис. 59в 
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70. Найдите все значения a , при каж-
дом из которых система уравнений 

2 2

2 | | 3 | | 6,
( ) 4

x y
x y a

 


  
 

имеет ровно два различных решения. 

71. (МГУ, 1999). При каких значениях 
параметра a  система 











4)4()()(

,032)22(
2222

22

xayxay

aaxax
 

имеет единственное решение? 

72. (МГУ). Найдите все пары целых 
чисел );( yx , удовлетворяющих системе 











.
2

152

,0167282422 22

yx

yxyx
 

73. (МГУ, 2001). При каких целых 
значениях параметра k  система нера-
венств 










222

222

54255
,201042

kkykxyx
kkyxyx

 

имеет хотя бы одно решение? 

74. (аналог, МГУ, 1996). Для каждого 
значения a  решите систему уравнений 
















.292104204

1001216

,0581014

22

22

22

axax

axax

axax

 

75. (ЕГЭ, 2011, пересдача). При каких 
значениях параметра a  система нера-
венств 











axy
yxx

4
,22 2

 

имеет хотя бы одно решение? 

76. (МИОО, 2011). Найдите все значе-
ния параметра a , при каждом из которых 
система 









43)()3(
,12|23|

22 aayax
yx

 

имеет единственное решение. 

 
77. (МГУ, 2001). При каких целых 

значениях параметра k  система нера-
венств 










222

222

54255
,201042

kkykxyx
kkyxyx

 

имеет хотя бы одно решение? 
78. (МФТИ, 2008). Найдите все значе-

ния параметра a , при которых система  

 










12
,||||831

222

22

ayyx
yxyx

 

имеет хотя бы одно решение. 
79. (ЕГЭ, 2011, пробный вариант № 

52 от ФЦТ). Найдите все значения пара-
метра ,a  при каждом из которых система 
уравнений  











)2(8))((
,012||8

2

2

xayayx
yxx

 

имеет ровно восемь решений. 
80. Найдите все значения параметра a , 

при которых система неравенств 











56121484
,524

222

222

ayxayx
yxayx

 

имеет единственное решение.  
81. (МГУ, 2009). Найдите все значения 

параметра a , при каждом из которых 
множество точек координатной плоско-
сти, координаты которых ),( yx  удовле-
творяют системе  















0))((

,0
791214
651016

22

22

ayax
yxyx
yxyx

 

является отрезком. 
82. При каких значениях параметра a  

система неравенств  








||
,12 222

xay
aayyx

 

имеет ровно два решения? 
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83. (МГУ, 2006). Определите, при каких 
значениях параметра b  при любых значе-
ниях параметра a  система уравнений 








0
,046522

abaxy
yxyx

 

имеет ровно два различных решения 
);( yx . 

84. Сколько решений имеет система 
уравнений  








ayx
yx

||||
,122

 

в зависимости от значений параметра а? 

85. (ЕГЭ, 2011). Найдите все значения 
a , при каждом из которых система 














0
,1

,4)6|(|)6|(| 22

xy
axy

yx
 

имеет единственное решение.  
86. (ЕГЭ, 2011). Найдите все положи-

тельные значения параметра а, при каж-
дом из которых система  










222

22

)1(
,4)4()4|(|

ayx
yx

 

имеет единственное решение. 
87. (ЕГЭ, 2011). Найдите все значения 

а, при каждом из которых система  








1||
,25)6()3( 22

axy
yx

 

имеет ровно три различных решения. 

88. Найдите все значения параметра a , 
при каждом из которых система уравне-
ний  

3 | | 4 | | 12,
| | | |

x y
y x a

 
  

 

имеет ровно четыре различных решения. 

89. Найдите все значения параметра a , 
при каждом из которых система уравне-
ний 











02074844
,0222
222

2

aaayaxyx
aayaxxy

 

имеет ровно два различных решения. 

90. Найдите все значения параметра a , 
при каждом из которых система  











25
6)()(

|,||2477|

22 aayax

yxyx
 

имеет ровно два решения. 
91. Найдите все значения параметра a , 

при каждом из которых система  

















 



1225
84

7
24)(

,|2477|
2

2 aayax

yxyx
 

имеет ровно два решения. 

92. (МГУ, 2005). Найдите все значе-
ния, которые может принимать сумма 
x a  при условии  

| 2 4 2 | | 2 | 3.x a x a       

93. (МГУ, 1996). При каких значениях 
параметра p  площадь фигуры, заданной 
на координатной плоскости неравенством  

pyxyx  |3||2|  

будет равна 24? 
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Глава 4. Решение задач разными 
способами 

В данной главе предлагаются различ-
ные подходы к решению одной задачи. 

Пример 98. (ЕГЭ, 2010). Найдите все 
значения a , при каждом из которых 
функция xaxxxf 5||3)( 22   имеет 
более двух точек экстремума. 

Решение (1-й способ,  предложенный в 
критериях). 1. Функция f  имеет вид: 

а) при 2ax  : 22 38)( axxxf  , по-
этому ее график есть часть параболы с 
ветвями, направленными вверх, и осью 
симметрии 4x ; 

б) при 2ax  : 22 32)( axxxf  , по-
этому ее график есть часть параболы с 
ветвями, направленными вверх, и осью 
симметрии 1x . 

Все возможные виды графика функции 
)(xf  показаны на рисунках 60а, б, в: 

2. Графики обеих квадратичных функ-
ций проходят через точку )),(,( 22 afa  где 

242 5)( aaaf  . 

3. Функция )(xfy   имеет три точки 
экстремума в единственном случае (см. 
рис. 60а): 2||141 2  aa . 

Решение (2-й способ). 1. Функция f  
определена и непрерывна на всей число-
вой прямой. Раскрывая модуль при каж-
дом фиксированном значении параметра 
a , получаем 22 38)( axxxf   при 

2ax   и 22 32)( axxxf   при 2ax  . 
Производная функции равна 

82)(  xxf  при 2ax   и 22)(  xxf  
при 2ax  . В точке 2ax   функция не 
имеет производной, так как равенство 

2282  xx  не выполняется ни при 
каком значении x . Используя достаточ-
ное условие существования экстремума, 
найдем все такие значения a , при кото-
рых найдется более двух точек, в кото-
рых производная равна нулю или не су-
ществует и при переходе через которые 
ее производная меняет знак.  

Производная функции не существует в 
точке 2ax   и может равняться нулю в 
точках 1x  и 4x  при соответствую-
щем расположении их относительно 

2ax  . Рассмотрим случаи взаимного 
расположения этих точек на числовой 
прямой (см. рис. 61).  

Функция )(xfy   имеет три точки 
экстремума в единственном случае (см. 
рис. 61б): 2||141 2  aa . 

Решение (3-й способ). Данная функция 
имеет следующий вид 












. если,32
, если,38

)(
222

222

axaxx
axaxx

xf  

 
Рис. 60 

x4
1

a2 x4
1

a2

1<a2<4 a2>4

а б      
 а б 

 
в 

Рис. 61 

1 x4a2

f    +
a2 <1

1 x4a2
  ++

1<a2<4
f

+
1 x4 a2

 ++
a2>4

f

 
Рис. 60в 

x
4

1
a2

a2<1
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Функция 22 38)( axxxg   задает 
семейство парабол с вершиной в точке 

),316;4( 2a  а функция 
22 32)( axxxh   задает семейство па-

рабол с вершиной в точке ).31;1( 2a  
Условие задачи выполняется (см. рис. 
60), если имеет решение система нера-
венств:  








в

в

)4(
)1(

gh
hg

   









22

22

31638
3137
aa
aa

    

2

2

1
4

a
a

  


   12  a  или .21  a  

Ответ. 21;12  aa . 

Пример 99. (ЕГЭ, 2010). Найти все 
значения a , при каждом из которых 
уравнение  

01420166)58(36 2  aaa xx  

имеет единственное решение. 

Решение (1-й способ). Пусть ,6 tx   
где .0t  Тогда задачу можно перефор-
мулировать: при каких значениях а квад-
ратное уравнение  

0142016)58( 22  aatat  

имеет один положительный корень? Зна-
чит, другой корень должен быть неполо-
жительным. Используя теорему Виета, 
имеем два случая ( 1t  и 2t  – корни квад-
ратного уравнения): 

1) 021 tt    0142016 2  aa    

  
2
1

4
7

 a . 

2) 















058
,0142016

0
0 2

21

21

a
aa

tt
tt

 

2
1

 a . 

Отсюда .
2
1

4
7

 a  

Замечание. В рассмотренных случаях 
нет необходимости в исследовании дис-
криминанта на наличие действительных 
корней уравнения. В первом случае сво-

бодный член 21ttc   отрицательный, а 
значит, дискриминант положительный. 
Во втором случае свободный член равен 
нулю, а второй коэффициент отличен от 
нуля, поэтому уравнение имеет корни. 

Решение (2-й способ). Пусть tx 6 , 
где 0t . Тогда исходное уравнение 
примет вид  

0142016)58( 22  aatat . 

Дискриминант D  полученного урав-
нения положительный  2)58( aD  

81)142016(4 2  aa . Следовательно, 
уравнение имеет два различных корня 

24  at  или 74  at , причем при всех 
значениях a  верно неравенство 

7424  aa .  
Исходное уравнение будет иметь 

единственное решение, если одно из чи-
сел 24 a  и 74 a  будет положитель-
ным, а другое неположительным. Отсюда 
следует 








024
,074

a
a

 .
2
1

4
7

 a  

Решение (3-й способ). Пусть tx 6 , 
тогда исходное уравнение примет вид  

0142016)58( 22  aatat . 

Вычислим дискриминант  квадратного 
уравнения  

81)142016(4)58( 22  aaaD  

и найдем его корни 24  at  или 
74  at .  

Возвратимся к переменной х: 
246  ax  или .746  ax  Отсюда по-

лучаем 
4

26 


x

a  и 
4

76 


x

a  или 

2
1

4
6


x

a  и 
4
7

4
6


x

a .  

Построим графики полученных функ-
ций (см. рис. 62). Рассмотрим прямые, 
параллельные оси x  и пересекающие по-
строенные графики. Единственная точка 
пересечения получается при условии 

.
2
1

4
7

 a  
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Ответ. 
2
1

4
7

 a . 

Пример 100. Найти все значения па-
раметра a , при каждом из которых 
система уравнений 











0172718699
,0333

222

2

aaayaxyx
aayaxxy

 

имеет ровно два различных решения. 
Решение. (1-й способ, введение двух 

новых переменных). Группируя в первом 
уравнении системы члены, получим 

 3)3()3( 2aaxayxy
3)3)((  axay . 

Группируя члены и выделяя полные 
квадраты во втором уравнении, имеем 

1723)(9)3( 222  aaayax . 

Тогда система примет вид  









.1723)(9)3(
,3)3)((

222 aaayax
axay

 

Введем новые переменные axu  3  
и ayv  . Тогда получаем систему  









.17239
,3

222 aavu
uv

 

Умножая первое уравнение этой сис-
темы на ( 6 ) и складывая со вторым 
уравнением, получим уравнение  

123)3( 22  aavu . (1) 

Если 0123 2  aa , то уравнение (1), 
а значит и исходная система не имеют 
решения. 

Если 0123 2  aa , что выполняется 

при 1a  или 
3
1

a , то уравнение (1), а 

значит и исходная система имеют реше-
ния. Из уравнения (1) при этих значениях 
параметра получаем vu 3 . Учитывая 
первое уравнение системы, имеем 

33 2 v , т.е. 11 v  и 12 v . Отсюда 
31 u  и 32 u . Следовательно, исход-

ная система будет иметь два различных 
решения. 

Если 0123 2  aa , то уравнение (1) 
равносильно совокупности  











.1233

,1233
2

2

aavu

aavu
 

Учитывая первое уравнение системы, 
имеем:  

если 1233 2  aavu , то 
2 23 3 2 1 3 0v v a a      (*);  

если 1233 2  aavu , то 
2 23 3 2 1 3 0v v a a      (**).  
Каждое из уравнений (*) и (**) будет 

иметь два решения. Следовательно, ис-
ходная система будет иметь более двух 
решений. 

Ответ. 1  и 
3
1 . 

Решение. (2-й способ, графический). 
Преобразуем данную систему следую-
щим образом: 










1723)(9)3(
,3)3)((

222 aaayax
axay



















 







 



.
9

1723)(
3

,1
3

)(

2
2

2 aaayax

axay
 

Введем новые переменные 
3
axu   и 

ayv  . Тогда получаем систему  

 
Рис. 62 
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










.
9

1723
,1

2
22 aavu

uv
 

Полученная система, а значит и ис-
ходная, имеет ровно два различных ре-
шения тогда и только тогда, когда ок-

ружность 
9

1723 2
22 


aavu  касается 

гиперболы 1uv  (см. рис. 63), так как 
если пара ),( 00 vu  решение системы, то 
пары ),( 00 vu  , ),( 00 uv  и  ),( 00 uv  
также решение. 

Радиус этой окружности равен 2 . 

Отсюда из уравнения 2
9

1723 2


 aa  

получаем 0123 2  aa . Следовательно, 
система будет два различных решения 

при 1a  и 
3
1

a .  

Ответ. 1  и 
3
1 . 

Пример 101. (ЕГЭ, 2010). Найти все 
значения параметра a , при каждом из 
которых наименьшее значение функции 

|86|2)( 2  xxaxxf  меньше 1. 

Решение (1-й способ, предложенный в 
критериях). 1. Функция f  имеет вид: 

а) если 0862  xx , то 
8)62()( 2  xaxxf , поэтому ее гра-

фик есть две части параболы с ветвями, 

направленными вверх, и осью симметрии 
ax  3 ; 

б) если 0862  xx , то
8)62()( 2  xaxxf , а ее график 

есть часть параболы с ветвями, направ-
ленными вверх, и осью симметрии 

ax  3 . 
Все возможные виды графика функции 

)(xf  показаны на рисунках (см. рис. 64а, 
б, в, г): 

2. Наименьшее значение функция 
)(xf  может принимать только в точках 
2x  или 4x , а если ]4;2[3  a , то в 

точке ax  3 . 
3. Наименьшее значение функция 

)(xf  меньше единицы тогда и только то-
гда, когда  

4 1,(2) 1,
8 1,(4) 1,

1,3 2,
1,3 4,

(3 ) 1 | 3 | 7

af
af

aa
aa

f a a


  
               
         
1 ,
4
3 7.

a

a

  
 

 

Решение (2-й способ). При каждом 
фиксированном значении параметра a , 
функция |86|2)( 2  xxaxxya  опре-
делена на всей числовой прямой и явля-
ется непрерывной на всей области опре-
деления. Функция задается формулой 

8)26()( 2  xaxxya  при 2x  и 
4x , а при 42  x  

 
 а б 

 
 в г 

Рис. 64 

x 2 4 x2 4

2
4 x

4
x2

 
Рис. 63 

u

v

O 1

1

–1
16

–1
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8)26()( 2  xaxxya . На каждом из 
промежутков ]2;( , ]4;2[  и );4[   
функция )(xya  является ограниченной 
снизу. 

Следовательно, условию задачи будут 
удовлетворять все такие значения пара-
метра a , при которых неравенство 

1)( xya  
или 

|86|121|86|2 22  xxaxxxax  
имеет хотя бы одно решение, т.е. график 
функции |86|1)( 2  xxxg  распо-
ложен выше графика функции axy 2  
хотя бы при одном значении х. 

Построим на плоскости Oxy  график 
функции )(xg  (см. рис. 65). Равенство 

axy 2  задает на плоскости Oxy  семей-
ство прямых с угловым коэффициентом 

a2 , проходящих через начало координат. 
Имеется два критических положения 
этих прямых. 

(I) График функции xay 12  проходит 
через точку )1;2(A  как указано на рис. 
65. Из уравнения 12 1 xa  при 2x  по-
лучаем угловой коэффициент первой 
прямой .5,02 11  ak  

(II) График функции xay 22  касается 
графика функции 76)( 2  xxxg  на 
промежутке ]2;( , т.е. проходит через 
точку B  как указано на рис. 65. Из усло-
вия касания найдем угловой коэффици-
ент второй прямой: 









),()(
),()(

00

00

xyxg
xyxg

    





















.7262

,7
276

,262

2

0

020
2
0

20

a

x
xaxx

ax
 

Отсюда получаем угловой коэффициент 
второй прямой .6722 22  ak  

Рассматриваемое неравенство не будет 
иметь решение при ,21 kkk   

67225,0  a , 3725,0  a , т.е. 
прямые расположены в выделенной фо-
ном области на рис. 65. Соответственно, 
решение будет существовать при 

);37()25,0;( a . 
Ответ. );37()25,0;(  . 

Пример 102. (ЕГЭ, 2010). При каких 
значениях a  уравнение |||| 22 xaax   
имеет ровно три корня? 

Решение (1-й способ, графический). 
Выполняя равносильные переходы, пре-
образуем исходное уравнение: 

 222222 )()(|||| xaaxxaax  
 0)()( 2222 xaax  

 0))(( 2222 xaaxxaax  













0
,0

22

22

xaax
xaax

 

2 21 1 1 ,
2 2 2

( )( 1) 0.

x a

x a x a

             
    

 

Геометрическое место точек на плос-
кости Oax , координаты которых являют-
ся решениями полученной совокупности, 
представляют собой фигуру Ф , состоя-

щую из окружности радиуса 
2

1  с цен-

тром в точке 





 

2
1;

2
1  и двух прямых 

ax   и ax 1  (см. рис. 66). 
Исходное уравнение будет иметь ров-

но три решения при тех и только тех зна-
чениях параметра a , при которых фигура 
Ф  и прямая consta  имеют три общие 

 
Рис. 65 

3
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B

A

y

x
O
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точки. Этому условию соответствуют 
случаи прохождения прямой consta  
через точки: 

1) A  и C  (в этом случае прямые яв-
ляются касательными к окружности и 
удалены от центра окружности на рас-

стояние 
2

1 , равное ее радиусу), т.е. при 

2
21

2
1

2
1 

a  или 

2
21

2
1

2
1 

a ; 

2) B  и O  (точки пересечения окруж-

ности 
2
1

2
1

2
1 22







 






  ax  и прямой 

ax  ). Из уравнения 
2
1

2
12

2







 a  полу-

чаем значения 1a  или 0a . 

При всех остальных значениях пара-
метра количество решений исходного 
уравнения будет больше или меньше 
трех. 

Ответ. 0,1,
2

21


 . 

Решение (2-й способ, аналитический). 
Выполняя равносильные переходы, пре-
образуем исходное уравнение: 

 222222 )()(|||| xaaxxaax  












.0
,0

22

22

aaxx
aaxx

 

Первое уравнение совокупности
022  aaxx  при 0441 2  aaD , 

т.е. при 
2

21
2

21 


 a , имеет 

корни 
2

4411 2

1
aax 

  и 

2
4411 2

2
aax 

 . 

Второе уравнение совокупности 
022  aaxx  при всех a  имеет корни 

ax 3  и ax 14 . 
Исходное уравнение будет иметь три 

корня в случае, если среди чисел 1x , 2x , 

3x  и 4x  имеется три различных. 
Рассмотрим возможные варианты: 
1. Равенство 21 xx   возможно, если

0441 2  aaD , т.е. при 
2

21
a  

или 
2

21
a . В этом случае

2
1

21  xx , а 3x  и 4x  различны и не 

равны 
2
1

 . 

2. Равенство 43 xx  , т.е. aa 1  воз-

можно при 
2
1

a , но в этом случае пер-

вое уравнение совокупности не имеет 
решений.  

3. 31 xx  , т.е. 



2

4411 2 aaa  

 aaa 44112 2  

1
441144

,012
22 








 a

aaaa
a

. 

В этом случае 131  xx , 02 x  и 
24 x . 

4. 32 xx  , т.е. 



2

4411 2 aaa  

 aaa 44112 2  

0
441144

,012
22 








 a

aaaa
a

. 

В этом случае 032  xx , 11 x , 14 x . 

5. 41 xx  , т.е. 



2

44111
2 aaa  

 
Рис. 66 
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 aaa 44123 2  

2

3 2 0,
1 0.

a
a a
 

 
  

 Решений нет. 

6. 42 xx  , т.е. 



2

44111
2 aaa  

 aaa 44123 2  

2

3 2 0,
1 0.

a
a a
 

 
  

 Решений нет. 

Следовательно, исходное уравнение 

имеет три корня при 











 0,1,
2

21a . 

Пример 103. (МИОО, 2010). Найти 
все значения a , при каждом из которых 

система неравенств 












axx
ax
aaxx

8

,0
22  не 

имеет решений. 

Решение (1-й способ). Рассмотрим 
второе неравенство системы 8)1(  xa . 
Если 1a , то неравенство, а значит и 
система не имеет решений; если 1a , то 
решением неравенства являются все зна-

чения 
a

x



1

8 ; если 1a , то 
a

x



1

8 . 

При 1a  первое неравенство системы 
равносильно системе 





















.0)1(2

,0))1(2(
1

)1(

ax

ax
a

axa
 (*) 

Сравнивая числа 
a

a
1

 и )1(2 a , по-

лучим:  








0

1
252)1(2

1

2

a
aaa

a
a  





 0

1
)2)(5,0(

a
aa








;2

,15,0
a

a
 




)1(2
1

a
a

a







.21

,5,0
a

a
 

Запишем решение системы (*):  

при 5,0a  все 
a

ax



1

 или )1(2 ax  ;  

при 15,0  a  все )1(2 ax   или 
a

ax



1

; 

при 21  a  все )1(2
1

ax
a

a



; 

при 2a  все 
a

axa



1

)1(2 . 

Замечаем, что при 1a  система нера-
венств, данная в условии, имеет решения.  

При 1a  система не будет иметь ре-
шения, если множества решений первого 
и второго неравенства системы не пере-
секаются, т.е.  

.31
4)1(

,81
1

1
8)1(2

,
1

8
1

,1

2







































a
a

a
a

a
a

aa
a

a

 

Учитывая, что при 1a  система также 
не имеет решений, получаем ответ. 

Ответ. 31  a . 

Решение (2-й способ). Воспользуемся 
методом областей для решения данной 
задачи.  

Рассмотрим второе неравенство сис-
темы 8)1(  xa . Уравнение 8)1(  xa  
задает на плоскости Oax  гиперболу, ко-
торая разбивает ее на три области. Для 
определения знака значения выражения 

8)1(),(1  xaaxf  достаточно подста-
вить координаты точки )0;0(O  и затем 
воспользоваться правилом знакочередо-
вания. На плоскости Oax  множество то-
чек, координаты которых удовлетворяют 
неравенству 0),(1 axf , на рис. 67 пока-
зано вертикальной штриховкой, гипербо-
ла отмечена пунктирной линией. 

Для другого неравенства системы рас-

смотрим выражение 
ax
aaxxaxf

22
),(2 


 , 

которое определено при )1(2 ax   и об-

ращается в нуль при 
a

ax



1

. Прямая 

)1(2 ax   и гипербола 
a

ax



1

 разби-

вают координатную плоскость на шесть 
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частей. С учетом того, что )1(2
1

a
a

a



 

(графики функций, стоящих в левой и 
правой частях равенства пересекаются в 
точках A  и B ) при 5,0a  и 2a , на 
плоскости Oax  множество точек, коор-
динаты которых удовлетворяют неравен-
ству 0),(2 axf , выделено на рис. 67 
темным фоном. 

Графики функций 22  ax  и 

a
x




1
8  пересекаются в точках )4;1(D  

и )4;3( C . 
Проводя прямые consta , видим (см. 

рис. 67), что существует два критических 
положения этих прямых I ( 1a ) и II  
( 3a ), между которыми множества ре-
шений неравенств данной в условии сис-
темы не имеют общих точек. 

Ответ. 31  a . 

Ответы и указания 

1. [13;15). 2. ).5;3(  3. 1 2 2 2a     
или  4 2 2 2a   .  4. .1a 5. 5,0,2  . 
6. Если 0a , то решений нет; если 0a , 
то нуля два 11 x  и 32 x ; если 
0 4,a   то – четыре ax  412,1  и 

ax  414,3 ; если 4a , то – три 

ax  412,1  и 13 x ; если 4a , то 

– два ax  412,1 . 7. 2;5 . 8. 1.  

9. 5
8

. 10. 0. 11. 9. 12. .1a  13. 1 .  

14. 50 . 15. 50. 16. 21;12  aa . 
17. 62;26  aa . 18. Если 

2,a   то 2

[ 2;1]
max ( ) ( 2) 3 8 16;f x f a a


       

если 2,a   то 2

[ 2;1]
max ( ) (0) 3 .f x f a


   

19. 21  a . 20. 31  a . 21. ,4a

5a . 22. 21 13; ;
4 4

         
   

. 23. 

8 5; 1 0;
3 3

        
   

. 24.    ; 1 2;    .  

25.  1; 6 2 10;
2

      
 

.  

26.  2; . 27. 21  и 105 . 

28. а)  
5 3 5 9 53;

2 2
 

;  

б)  5 3 5 9 53; ;
2 2

    
     
   

;  

в)  5 3 5 9 53;2 4;
2 2

    
   

   
;  

г)  7 21 9 53;
2 2

   ;  

д)  7 21 9 53; ;
2 2

     
     
   

;  

е)  7 21 9 53;
2 2

   
 
 

.  29. 1 2 ; 

5 10 . 30. .
64
33

a  31. ,9a 4 ;1
3

   
. 

32. 0,2  aa . 33. (–3,5;1). 34. ,0y

 
Рис. 67 
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axyxay 4,
2

 . 35. 25a . 36. ,9a  

3/5a . 37. ( ; 6] (0,4; )    . 

38. );1()1;5,0(  . 39. 4 2
3

a  . 

40. 5,1a , 0a . 41. 9,90  . 

42. ,01 a  
3
2

2 a . Указание. Ввести но-

вую переменную 1 xt  и использовать 
симметрию относительно знака t . 
43. .)5;4()4;1()1;0(   Указание. Разло-
жить на множители. 44. 16a . 45.  9;0 . 
46. 7; 11.p p    47. 16a . 48. 

41 2 24 5a    . 49. 42 2 27 6a    . 

50. 2. 51. 
41
18

 . 52. При 0a  







 
 0;0;
2

k , где Zk ; при 4a  

 2;0;2 k , где Zk . 53. 






2
3;

4
1 . 54. 

4
1

2
5

 a . 55. 01  a , 5,11  a . 

56. 2 . Указание. Использовать симмет-
рию относительно перестановки пере-
менных x  и y . 57. а) 25,0a . Указа-
ние. Использовать симметрию относи-
тельно перестановки переменных x  и y ; 
б) 25,2a . Указание. Использовать сим-

метрию относительно знака x . 58. ;
4
3


 

3
4 . 59. ]0;2[ . 60. а) ]3;1[ ; б) ]1;3[  . 61. 

51a . 62. 1,25  и 5. 63. [0;1]a . 

64. 2  и 
3
1 . 65. 1 1 2 3a    и 

2 1 2 3a   . 66. 1а ; 2x    и 3.y    

67. 1 ;2
2

  
 

. 68.  162; ; 0; 2
17

   
 

. 

69.      5;2 13 13 2;5 0     . 

70. 6 2 13 2 13 64; ;4
3 3

    
       
   

. 

71. ]7;3()3;1[  . 72. )6;6(),7;7(  . 

73. }3;4...;10;11{\ Z . 74. 

29
4155217 

x  при 
29

4152180 
a ; 

при остальных a  решений нет. 

75. 


















 
 ;

2
424

2
144; . 

76. 2;
3
4

 . 77. }3;4...;10;11{\ Z . 

78. 141||4  a . 

79. 
















 2;

2
15

2
15;2 . 

80. 
3

13
  и 

3
7 . 81.  )628;625(

)628;625(  . 82. 
2
2 . 83. )1;4(  . 

84. При 1a  или 2a  решений нет; 
при 1a  или 2a  – четыре решения; 
при 21  a  – восемь решений. 

85. 
8

148   и 
8

3111 . 86. 241;3  . 

87. 225;3;258  . 88. ( 4;3) .  

89. 2  и 
3
1 . 90. 69

49
 и 2. 91. 3. 92. [ 1;5] . 

93. 6. 
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