Математическая олимпиада школьников 
 2013/2014 учебного года
Школьный тур, г. Котельнич 
Задания для 9 класса

Базовый вариант

1. На доске была написана обыкновенная несократимая дробь, числитель и знаменатель которой — целые положительные числа. К ее знаменателю прибавили числитель, получилась новая дробь. К числителю новой дроби прибавили ее знаменатель, получилась третья дробь. Когда к знаменателю третьей дроби прибавили числитель, получилось 
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. Какая дробь была написана на доске?
2. Петя, Вася, Коля и Миша играли в футбол. Один из них разбил мячом стекло. На вопрос: “Кто это сделал?” Петя, Вася и Коля ответили: “Не я”, а Миша — “Не знаю”. Потом оказалось, что двое из них сказали правду, а двое — неправду. Знал ли Миша, кто разбил стекло?
3. На дороге из города А в город В стоят километровые столбы. На каждом столбе с одной стороны написано расстояние до города А, а с другой — до В. Утром турист проходил мимо столба, на котором одно число было вдвое больше другого. Пройдя еще 10 км, турист увидел столб, на котором числа отличались ровно в три раза. Каково расстояние от А до В? Укажите все возможные варианты.
4. Чему равен угол В треугольника ABC, если известно, что высоты, выходящие из А и С, пересекаются внутри треугольника и одна из них делится точкой пересечения на равные части, а другая — в отношении 2:1, считая от вершины?
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5. Квадрат разбит прямыми на 25 прямоугольников. Площади некоторых из них указаны на рисунке (выполненном не в масштабе). Найдите площадь прямоугольника, отмеченного вопросительным знаком.
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Усложнённый вариант

1. На доске была написана обыкновенная несократимая дробь, числитель и знаменатель которой – целые положительные числа. К ее знаменателю прибавили числитель, получилась новая дробь. К числителю новой дроби прибавили ее знаме​натель, получилась третья дробь. Когда к знаменателю третьей дроби прибавили числитель, получилось 
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. Какая дробь была написана на доске?
2. Сколько существует девятизначных чисел, у которых все цифры различны и идут (слева направо) в порядке убывания?
3. Решите уравнение: х4 + 4х3 – 8х + 4 = 0.

4. В корзине лежат яблоки и груши. Если добавить туда столько же яблок, сколько сейчас там груш (в штуках), то процент яблок будет вдвое больше, чем получится, если добавить в корзину столько груш, сколько сейчас там яблок. Какой процент яблок сейчас в корзине?
5. Радиоуправляемая игрушка выезжает из некоторой точки. Она движется по прямой, а по команде может поворачивать налево ровно на 17° (относительно прежнего направления движения). Какое наименьшее число команд требуется, чтобы игрушка вновь прошла через точку старта?
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Решения и указания по оценке
1. Ответ: 3/7. Решение. Когда к числителю дроби прибавляют ее знаменатель, значение дроби увеличивается на 1. Когда к знаменателю дроби прибавляют ее числитель, значение обратной (перевернутой) дроби увеличивается на 1. Теперь легко провести вычисления, указанные в условии, в обратном порядке: дробь 13/23 получилась из 13/10 (обратную дробь 23/13 уменьшаем на 1 и переворачиваем). В свою очередь, 13/10 («третья дробь» в условии задачи) получилась из 3/10, а эта дробь («вторая») получилась из 3/7.
Указания по оценке: Ответ без обоснования — 3 балла.
2. Ответ: Знал. Решение. Поскольку стекло разбил кто-то один, среди ответов Пети, Васи и Коли самое большее один ложный. Но по условию ложных ответов два. Вторым ложным может быть только ответ Миши..
Указания по оценке: Ответ «знал» без обоснования — 0 баллов.
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3. Ответ: 120 км или 24 км. Решение. Когда турист проходил мимо столба, на котором одно число вдвое больше другого, расстояние до одного из городов было х, а до другого 2х. Когда турист проходил мимо второго столба, расстояние до первого города было х – 10, а до второго 2х + 10 или до первого х + 10, а до второго
2х – 10. Так как числа на столбе отличались втрое, то выполнено одно из четырех уравнений: х – 10 = 3(2х + 10), 2х + 10 = 3(х – 10), 2х – 10 = 3(х + 10),
х + 10 = 3(2х – 10). У первого и третьего уравнений отрицательные решения. Остальные два имеют положительные решения х = 40, х = 8. Так как расстояние между городами равно 3х, это расстояние равно 120 км в первом случае и 24 км во втором случае. Простой проверкой убеждаемся, что оба случая возможны.

Указания по оценке: Один ответ без обоснования — 1 балл. Оба ответа без обоснования — 2 балла. В процессе решения рассмотрены не все возможные уравнения — не выше 4 баллов.

4. Ответ: 
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ABC = 45°. Решение. Обозначим через К точку пересечения высот АА1 и СС1. Пусть АК = КА1, СК= 2КС1. Если М – середина СК, то ввиду равенства треугольников КМА1 и КАС1 АС1 = МА1. Но по свойству меди​аны к гипотенузе прямоугольного треугольника МА1 = КС/2. Таким образом, АС1 = МК = КС1. Треугольник КАС1 прямоугольный и равнобедренный, 
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KA С1 = 45°.
Указания по оценке: Ответ без обоснования — 0 баллов.
5. Ответ: 5/126. Решение. Обозначим горизонтальные стороны прямоугольников а1, а2,..., а5, а вертикальные — b1, b2, ..., b5. Произведение площадей прямоугольников 1, 2, 3, 4, 5 равно а1b1а2b2а3b3а4b4а5b5, а прямоугольников 6, 7, 8, 9 — а2b1а3b2а4b3а5b4. Разделив одно равенство на другое, получим а1b5. Но это и есть искомая площадь! Осталось сократить дробь. Замечание. Можно рассуждать иначе: пусть а1 = х. Тогда, так как a1b1 = 1, b1 = 1/x. Так как а2 b1 = 6, а2 = 6х и т.д. Продолжая этот процесс, получим b5 = 5/126x.
Указания по оценке: Если при верном ходе рассуждений ответ получился неверным из-за арифметической ошибки — 4 балла.
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9 класс, усложнённый вариант
Решения и указания по оценке
1. Ответ: 3/7. Решение. Когда к числителю дроби прибавляют ее знаменатель, значение дроби увеличивается на 1. Когда к знаменателю дроби прибавляют ее числитель, значение обратной (перевернутой) дроби увеличивается на 1. Теперь легко провести вычисления, указанные в условии, в обратном порядке: дробь 13/23 получилась из 13/10 (обратную дробь 23/13 уменьшаем на 1 и переворачиваем). В свою очередь, 13/10 («третья дробь» в условии задачи) получилась из 3/10, а эта дробь ("вторая") получилась из 3/7.
Указания по оценке: Ответ без обоснования — 3 балла.
2. Ответ: 10. Решение. Запишем все цифры в ряд в порядке убывания: 9876543210. Очевидно, каждое из искомых чисел получается вычеркиванием одной цифры из полученного ряда. Это можно сделать десятью разными способами.
Указания по оценке: Ответ без обоснования — 0 баллов.
3. Ответ: х = 
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. Решение: Преобразуем левую часть уравнения: х4 + 4х3 – 8х + 4 = х4 + 4х3 + 4х2 – 4х2 – 8х + 4 = (х2 + 2х)2 – 4(х2 + 2х) + 4 = (х2 + 2х – 2)2. Получаем равносильное квадратное уравнение х2 + 2х – 2 = 0, у которого и находим корни.
Указания по оценке: Ответ без обоснования — 0 баллов.
4. Ответ: 50%. Решение. Пусть х – количество яблок, а у – количество груш в корзине. Если добавить столько же яблок, сколько сейчас там груш, то всего будет х + у яблок среди х + 2у фруктов и доля яблок будет (х + у)/(х + 2у). Если добавить столько груш, сколько сейчас яблок, то будет х яблок среди 2х + у фруктов, и доля яблок будет х/(2х + у). В первом случае по условию процент яблок вдвое больше и мы получаем пропорцию 
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. Из этой пропорции получаем (х + у)(2х + у) = 2х(х + 2у), или 2х2 + 3ху + у2 = 2х2 + 4ху, откуда у2 = ху. Поскольку по условию число груш в корзине больше нуля, на него можно разделить обе части равенства и получить, что яблок и груш в корзине поровну.
Указания по оценке: Ответ без обоснования — 0 баллов.
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5. Ответ: 11 Решение. После первой команды игрушка движется под углом 17° к первоначальному направлению движения, после второй — под углом 2(17° = 34°, после третьей — под углом 3(17°, ... , после 10-й — под углом 10(17° = 170°. При этом она продолжает отдаляться влево от прямой, по которой начала двигаться, и потому пройти через точку старта не может. Возвращение становится возможным только после 11-й команды поворота: в этот момент игрушка движется под углом 11(17° = 187° = 180°+7° к первоначальному направлению движения. Траектория движения представляет собой выпуклый 12-угольник, один из углов которого равен 7°, а каждый из остальных равен 180° – 17° = 163°.
Указания по оценке: Ответ без обоснования — 2 балла.
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