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Мой юный друг!
Ты часто слышишь, что самые трудные задачи на экзамене – это задачи с параметром.
Хочешь понять,  что это такое?  Хочешь научиться свободно,  без страха решать подобные задачи?
Приступай прямо сейчас!
Все очень просто:  все темы школьного курса, будь то уравнения,  неравенства,  системы уравнений и неравенств, различные функции и их графики и т. д., изучаются  последовательно, от простого к сложному.  От уравнения, состоящего из чисел, знаков действий, и переменной х ( y,z…)   до более сложных уравнений.  Например,  уравнений, содержащих помимо всего и  числовую переменную  a (b, c…). 
Таким  образом,   рождается уравнение с параметром. Например:
x+2y+a=0, |х|+|y|=a, 
 
Другой пример: ты приступаешь к изучению линейной функции y=kx+b. 
Заметь: здесь две переменных  x и y , а в  роли параметра -  k , b. От параметра k зависит угол наклона прямой к оси х, а от параметра b – параллельное перемещение вдоль оси y. 
Таким образом, перед нами целый класс линейных функций, из которого можно выбрать одну, придав конкретное значение для k и b.
 Главный  секрет успеха – в глубоком и прочном знании и применении  всех свойств уравнений, неравенств, систем…
Напрашивается вывод: если понимаешь,   как решать задачу с параметром, значит,  глубоко знаешь предмет. Учишься  анализировать, обобщать, рассуждать – мыслить!    Идет систематизация и обобщение всех знаний.
Язык параметра особый, но довольно простой, которому легко научиться.
Не откладывай на завтра, приступай прямо сейчас!  
Поможет тебе в этом наш электронный тренажер..
Совет: не спеши переключать слайд, сначала попробуй решить самостоятельно.
В случае затруднений на следующем слайде ответ готов.
Желаю успеха! В добрый путь!
Автор






«Дорогу осилит идущий…»
(библейская мудрость) 


Раздел I. Знакомство с параметром.

 (
Тема
1.1
)Уравнения и неравенства с параметромI степени
(полный параметрический анализ).
		
1.1.1Уравнения с параметром первой степени
(аналитический способ решения).

Определение I

Уравнениевида
[footnoteRef:1] [1: 
Комментарии: в левой части уравнения  (пример 1) содержится 2 переменных:. Обозначим левую часть уравнения функцией , получим уравнение , где х-неизвестная величина, которую надо найти, –параметр, для каждого его значения от  до  существует свое уравнение, свой корень х.
 Целый класс уравнений имеет соответственно целый класс корней. Это можно коротко записать в общем виде так: х=a (см.рис). 
Уравнение вида можно записать: , где  – параметры.
Уравнение вида можно записать: , где  – параметры. Каждый параметр имеет свое значение (свою числовую прямую).] 

называется уравнением с переменной  и параметром . 


Определение II

Решить уравнение с параметром – это значит для каждого значения параметра  найти значение неизвестной , удовлетворяющее этому уравнению, или сказать, что решений нет.


Примеры. Решить уравнения для каждого значения параметра  т.е. для  или :
Пример 1.                                                                                x
	
                                                                                                  

Мы нашли единственное рашение для каждого значенния параметра a, это значит: при (единственное решение) (единственное решение)  (единственное решение) и т. д. Запишем ответ в общем виде.
Ответ: .


	
 (
aa
aa
)Пример 2.   
· 
                                                                  Рис. 2.

Мы нашли единственное решение для каждого а, т.е 
при , 
при  и т.д.
Запишем ответ в общем виде.
Ответ: .

Пример 3.
Допустим, , получим уравнение , решений нет,
Пусть a=-7, получим уравнение , решений нет,
при , получим уравнение , 
или.
Запишем решение:
· (бесконечно много решений)
· (решений нет)
Изобразим решение на прямой :



                                                
                                                 

                                                 0                                                                     
Рис. 3.
Ответ: 
	    при 

Пример 4.

Используем свойство модуля (модуль не может быль отрицательным числом).
Допустим, , получим уравнение ; , 2 решения,
при получим уравнение ; , 1 решение,
при , , нет решений.
Запишем решение в общем виде:
· (1 решение)
· (2 решения)
· (решений нет)
Изобразим решение на прямой :





                                                     Рис.  4.

Ответ: при 
             при 
при 


Пример 5.
Область определения параметра : , значит при  решений нет
Допустим, , получим уравнение , т.е. , 1 решение,
пусть получим уравнение, т.е.  1решение,
при , , не имеет смысла, т.е. решений нет.
Запишем решение в общем виде:
(1 решение);
(1 решение);
· (решений нет).
Изобразим решение на прямой :





                                                   Рис.  5.
Ответ: 
	при ;
при 
при 

	
или
	
при ;
при 






Таким образом, мы объединили вторую и третью  части ответа в одну и записали одно решение в общем виде, это значит при ; при
[image: H:\Чистякова\i32.png]Заметим, что в 3-5 уравнениях, при переходе через точку 0  меняется количество корней уравнения, назовём её контрольной точкой ( – контрольным значением).




Определение III

Контрольным значением параметра  называется такое его значение, переходе через которое, меняется количество корней уравнения

[image: H:\Чистякова\i32.png]При изображении решений уравнения на прямойаследует заметить, что решение как бы «ветвится» в зависимости от значений параметра. 
Принято называть прямуюа«деревом» параметра.
[image: H:\Чистякова\i32.png]Изображение решений на «дереве» параметра помогает упорядочить ответ.

План действий (алгоритм) при решении уравнений с параметром.
Рис.  6.





Пример 6.


Рис. 7.

Решим по алгоритму:
Пример7.
Запишем в виде                                    Рис. 8.
Найдём контрольные значения: 
Контрольное значение нанесем на дерево параметра.
Решим уравнение в каждом промежутке и в контрольных точках:
·  (1 решение)
· (решений нет)
·    (1 решение)
Покажем все решения на «дереве» параметра:








                                   2                                 a
                                              Рис.  9.


Ответ: при 
 при 


Пример 8. 


1. Найдём контрольные значения и нанесем их на «дерево»  параметра  (два значения).                                                                                  
, a=±2.

· 2.Решим уравнение в каждом промежутке и в контрольных точках:
· (одно решение);
· 
·   (одно решение);
· ;
· .
3.Покажем все решения на «дереве» параметра:


                                                        
             	
                                -2                             2               
                                         Рис. 11.

4.Запишем ответ:
при ;
     при ;
          при .


[image: H:\Чистякова\i32.png]Рекомендация: 2 и 3 этапы алгоритма лучше выполнять одновременно (каждый шаг решения сразу изображать на дереве параметра)

[image: H:\Чистякова\i32.png]Обрати внимание: решение начинается с поиска контрольных значений параметра. Параметр как бы управляет решением.

[image: H:\Чистякова\i32.png]Контрольные значения как бы «прячутся»:
· Либо в коэффициенте, стоящем перед х (примеры 6-8)
· Либо на границах области определения параметра (пример 5)
· Либо выявляются по смыслу задачи (пример 3-4)

[image: H:\Чистякова\i32.png]Если в уравнении есть подобные слагаемые с переменной , то  следует вынести за скобки (пример 7). 

С. Реши самостоятельно:
1. 
2. 
3. 
4. 
С. Придумай свои примеры.






1.1.2 Неравенства с параметром первой степени (аналитический способ решения).
Определение I

Неравенство вида

называется неравенством с переменной  и параметром . 



Определение II


Решить неравенство с параметром – это значит, для каждого значения параметра  найти значение неизвестной , удовлетворяющее данному неравенству.


Примеры. Решить неравенства  для каждого значения параметра  т.е. для или :

Пример 1. 
Допустим, , получим неравенство , , т.е. 
при т.е. ,
при , , т.е. .
Знак неравенства меняется при делении на отрицательное число.
Запишем решение неравенства в общем виде:
· 
· 
· 




Изобразим решение неравенства на «дереве» параметра:





                                                      Рис. 12.

Ответ: при 
           при 
           при 
[image: H:\Чистякова\i32.png]Заметим, при переходе через точку 0  так же как в уравнении меняется множество решений неравенства, назовём её контрольной точкой ( – контрольным значением).


Определение III

Контрольным значением параметра  называется такое его значение, при переходе через которое, меняется множество решений неравенства.


[image: H:\Чистякова\i32.png]При решении неравенств будем действовать по тому же алгоритму 
( см.рис. 7).

Пример 2.





Пример3
1.Найдём контрольные значения:             Рис. 13.
Контрольное значение нанесем на дерево параметра.
2.Решим неравенство в каждом промежутке и в контрольных точках:
· 
· 
· 
2.Покажем все решения на «дереве» параметра:




                          Рис. 14.

3.Ответ: при 
при 
при .

Пример 4.Решить неравенство для каждого  значения а

1.Найдём  контрольные  значения:  
Контрольные значения нанесем на дерево параметра.

Определим знаки коэффициента  =(a-4)(a+4):

2.Решим неравенство в каждом промежутке и в контрольных точках:
· 
· 
· 
· 
· 
3.Покажем решения на «дереве» параметра:







                                                   Рис. 16.

Ответ: при 
                       при 
                       при 
                       при .

С.Реши самостоятельно:
1. 
2. 
3. 
4. 
С.Придумай свои примеры.

Раздел II.  Дробно-рациональные уравнения и неравенства первой степени с параметром (аналитический способ решения)
Поскольку в дробно-рациональных уравнениях и неравенствах накладываются ограничения на область определения переменной  и параметра  (см. знаменатель дроби), значит при переходе через соответствующие значения параметра количество решений уравнения (неравенства) меняется. Отсюда рождаются контрольные значения.
Алгоритм решение остаётся прежним, однако поиск контрольных значений состоит из двух этапов.



 (
Тема
2.
I
.
 
 
расположении
 корней кв. функции относительно
1
)
Алгоритм решения  дробно -- рациональных
уравнений.




 (
Найти контрольные значения и нанести на «дерево» параметра:
Найти те значение 
, которые не входят в область определения параметра
.Н
айти те значения 
, которые не входят в область определения  переменной – «опасные значения». Выразить 
через
 и приравнять к «опаснымзначениям», найти 
.
)
 (
Решить уравнение в каждом промежутке 
и в контрольных точках.
)
 (
Записать ответ.
) (
Показать решения на «дереве» параметра.
)


Рис. 17.

2.1.1 Решения  простейших  дробно-рациональных уравнений.

Пример 1. Решить уравнение     для каждого значения параметра

 т.е. дляили 

1. Найдём контрольные значения и нанесём их на дерево параметра:
·  (нет ограничений на параметр )
· Область определения уравнения:  (2 – «опасное значение») Выразим  через : 


к «опасному значению»:

 (контрольное значение)
2. Решим уравнение в каждом промежутке и в контрольных точках:
· 
· 
· 
3. Покажем решения на «дереве» параметра:





                                                                Рис. 18.

Ответ: при 
при 


Пример 2. Решить уравнение     для каждого значения параметра т.е. для   или 

Найдём контрольные значения и нанесём их на дерево параметра: (нет ограничений на параметр ), 
· Область определения уравнения:  ( – «опасное значение») Выразим  через : 


, .

к «опасному значению»:


 (решений нет).                                             Рис.19.
Значит, контрольных значений нет.
2. Решим уравнение в каждом промежутке и в контрольных точках:
· 
· 
· 
3.Покажем решения на «дереве» параметра:



                                  Рис.20.
Ответ: при 
при .

Примечание:  пример можно решить графически: рассмотри функции 
y=  иy=, построй  их  графики, перемещая прямуюy=вдоль  оси y, параллельно оси x,«сними нужную информацию. (аналогично  примерам  в  гл. 4.1.1.) С.

[image: H:\Чистякова\i32.png]Заметим, что во втором примере контрольное значение выявилось в процессе преобразования уравнения.


2.1.2. Решение дробно-рациональных уравнений,  
содержащих сумму дробей

Пример. Решить уравнение
 для каждого значения параметра т.е. для   или 

Решение:
Найдём контрольные значения и нанесём их на дерево параметра:
· Область определения параметра:  => (  – контрольное значение).
· Область определения уравнения: 
( – «опасные значения»).
·  Выразим  через :

Для начала  упростим выражение. Для этого приведем дробь к общему знаменателю:







;  
Вопрос: существуют ли такие значения параметра а, при которых 
х=-1, х=-3?
Итак, мы имеем

к «опасным значениям»:
	


;
;

	


;
;
.



Наносим контрольные значения на дерево параметра.



                                      Рис.21.

2.Решим уравнение в каждом промежутке и в контрольных точках:
· 
· 
· ;
· 
· 
· 
· .

3.Покажем решения на «дереве» параметра:




                                                                                            Рис.22       
4.Запишем ответ.
Ответ: при 
при решений нет.
Ответ можно записать короче: при 
при .

[image: H:\Чистякова\i32.png]Заметим, границы области определения переменной  также формируют контрольные значения.

[image: H:\Чистякова\i32.png]Вывод: контрольные значения формируются:
· коэффициентом перед (коэффициент приравнивается к нулю);
· границами области определения параметра ;
· границами области определения переменной ;
· условием или смыслом задачи.

[image: H:\Чистякова\i32.png]Обрати внимание:
· Параметр «управляет» поиском решений.
· Решение как бы «ветвится» в зависимости от значений параметра.
· Изображение решения на «дереве» параметра помогает упорядочить ответ.

Реши самостоятельно:
1. 

2. .

3. 




[image: H:\Чистякова\i32.png]Все вышеприведённые примеры решались методом «полного параметрического анализа», т.е. для каждого значения параметра (для каждой точки «дерева») находили ответ.
[bookmark: _GoBack]

Найти контрольные значения.
Нанести их на дерево параметра.


Решить уравнение в каждом промежутке и в контрольных точках.


Показать решения на дереве параметра.


Записать ответ.















Контрольные значения: a=0.
                          0                           a


─   a>0  x=3/a (единственное решение)
─   a=0  0x=3  (решений нет)
─   a<0  x=3/a (единственное решение)


       x=3/a                x=3/a
                         0                              a


Ответ: при a(-∞;0)(0;∞) x=3/a
             при a=0 решений нет















Контрольное значения: a=0.
                            0                              a


─  a>0  x>3/a 
─   a=0  0x>3  (решений нет)
─   a<0  x<3/a


       x<3/a              x>3/a
                         0                              a


Ответ: при a(-∞;0) x<3/a
             при a=0 решений нет 
             при  a(0;∞) x>3/a.
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