Пропедевтика курса тригонометрии

в геометрии 8 класса

Тригонометрия является одним из наиболее молодых отделов элементарной математики, получивших окончательное оформление лишь в XVIII в., хотя отдельные идеи её относятся к глубокой древности, к античному миру и к математическому творчеству индусов (К. Птолемей, II в., Аль Баттани, IX в., и др.). Европейские математики достигли высокой степени совершенства в вычислении таблиц натуральных синусов и тангенсов (Региомонтанус, XV в., Ретикус и Питискус, XVI в., и др.). Общеобразовательная роль тригонометрии очень важна. Материал должен изучаться индуктивно - от тригонометрии острого угла к тригонометрии любого угла и затем к тригонометрическим функциям действительного аргумента. В настоящее время изучению тригонометрических функций именно как функций числового аргумента уделяется большое внимание в школьном курсе алгебры и начал анализа. Существует несколько различных подходов к преподаванию данной темы в школьном курсе, и учитель, особенно начинающий, легко может запутаться в том, какой подход является наиболее подходящим. А ведь тригонометрические функции представляют собой наиболее удобное и наглядное средство для изучения всех свойств функций (до применения производной), а в особенности такого свойства многих природных процессов как периодичность. Поэтому их изучению следует уделить пристальное внимание. Все выше сказанное и обуславливает актуальность выбора темы для данной  работы.
1. Решение задач темы «Подобие треугольников» приводит к нахождению отношений сходственных сторон подобных треугольников, а также отношению двух сторон одного треугольника. В теме «Соотношения между сторонами и углами прямоугольного треугольника» рассматривается отношение сторон прямоугольного треугольника. С первых уроков, посвящённых данному, вопросу школьники приступают к изучению важнейшего раздела математики – тригонометрии. Термин «тригонометрия» составлен из греческих слов: «тригонон» - треугольник и «метрезис» - измерение, т.о. имеет смысл: нахождение одних элементов треугольника по другим, известным элементам. Однако развитие математики привело к расширению применения тригонометрии не только в геометрии, но и в других разделах математики, без тригонометрии также невозможно представить описание физических законов, а также, развитие техники.
2. Четыре основные тригонометрические величины.

Рассмотрим прямоугольный  ∆АВС с прямым углом С и острым углом А = α, где α – градусная мера угла. Пусть с – длина гипотенузы, т.е АВ = с, а – длина катета ВС, лежащего против угла А, т.е. ВС = а. Такой катет называется противолежащим углу А.

b – длина катета АС, являющегося одной из сторон угла А (второй стороной угла А является гипотенуза), т.е. АС = b. Такой катет называется прилежащим к углу А.
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Конкретные отношения сторон прямоугольного треугольника друг к другу обозначаются строго определёнными символами. Введём их: 
- синусом острого угла α называется отношение противолежащего катета а к гипотенузе с 

a\c (sin α = противолежащий катет/гипотенуза);
- косинусом острого угла α называется отношение прилежащего катета а к гипотенузе с 

cos α = b/с (соs α = прилежащий катет/гипотенуза);
- тангенсом острого угла α называется отношение противолежащего катета а к прилежащему b
tg α = a/b (tg α = противолежащий катет/прилежащий);
- котангенсом острого угла α называется отношение прилежащего катета а к противолежащему b
сtg α = b/a (сtg α = прилежащий катет/ противолежащий).

Т.о. видно, что понятие синуса угла и косинуса угла связаны с отношением катетов к гипотенузе, а понятие тангенса угла и котангенса угла с отношением катетов.

С учётом теоремы Пифагора с2 = а2 + b2, из которой следует, что длина любого катета меньше длины гипотенузы, можно оценить значение синуса острого угла и косинуса острого угла:

0 < sin α < 1 ;

0 < соs α < 1.
(В дальнейшем курсе алгебры эти значения будут уточнены при рассмотрении значений углов от 00 до 3600.)

Значения тангенса острого угла и котангенса острого угла могут быть любыми положительными числами.

Т.О. рассмотрены четыре основные тригонометрические величины –. Символы sin, cos, tg, ctg, стоящие перед символом α – градусной мерой угла, сами по себе никакой величины не обозначают, без α  никакого смысла не имеют, поэтому запись, напр.,          sin = 0,5 является ошибкой. Однако символ, напр., sin α означает строго определённое для данного угла число, равное отношению (катетов) и значит является безразмерной величиной.
3. Независимость значений синуса, косинуса, тангенса и котангенса острого угла  от длин сторон треугольника.


Проверим зависимость данного острого угла от длин сторон треугольника. Для этого рассмотрим несколько прямоугольных треугольников, имеющих по равному острому углу градусной меры α. Расположим треугольники таким образом, чтобы вершины равных углов оказались в точке А, одну из сторон угла А направим вдоль луча АСn, тогда, согласно аксиоме откладывания углов, другие стороны совпадут с отрезками луча АВn. 
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Прямоугольные треугольники с равным острым углом А подобны. Из подобия треугольников  ∆АВС и ∆АВ1С1 следует пропорциональность сходственных сторон: 




ВС/ В1С1 = АВ/АВ1 = АС/АС1, 
откуда ВС/АВ = В1С1/АС1, но, т.к. ВС/АВ = а/с = sin α, то и В1С1/АС1 = sin α; 

также АС/АС1 = АВ/АВ1, или АС/АВ = АС1/АВ1, но т.к. АС/АВ = b/с = cos α, то и АС1/АВ1 = cos α,
а также из равенства ВС/В1С1 = АС/АС1     ВС/АС = В1С1/АС1, т.к. ВС/АС = а/b = tg α;

аналогично сtg α = b/а = АС/ВС = АС1/В1С1. 

В более общем случае можно рассмотреть ∆АВС и ∆АВкСк, по первому признаку. Таким образом делается вывод, что значение синуса, косинуса, тангенса и котангенса для данного острого угла не зависит от длин сторон а, b, с прямоугольного треугольника.
4. Введение основных тригонометрических соотношений.

Рассмотрим прямоугольный ∆АВС с острым углом  и гипотенузой АВ = с. Длину гипотенузы примем равной 1, т.е. с = 1
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Тогда: 
sin α = а/с = а/1 = а = ВС, следовательно значение синуса угла оказывается численно равным длине катета, противолежащего α;
cos α = b/с = b/1 = b = АС, значит значение косинуса численно равно длине прилежащего катета треугольника с гипотенузой, равной 1.

Тогда тангенс и котангенс острого угла могут быть выражены:

    tg α = ВС/АС = sin α/cos α
сtg α = АС/ВС = cos α/sin α

Тангенс и котангенс острого угла м.б. любым положительным числом. Применяя теорему Пифагора для ∆АВС получим соотношения АВ2 = ВС2 + АС2 или, подставляя тригонометрические величины, получим

1 = sin2α + cos2α,
- основное тригонометрическое тождество (пока для случая 00 < α  < 900).

Разделим обе части этого тождества
на sin α ≠ 0, получим:       1/sin2α = sin2α /sin2α + cos2α /sin2α
      1/sin2α = 1 + сtg2α ;   

и на cos α ≠ 0, получим:   1/cos2α = sin2α /cos2α + cos2α /cos2α
                 1/cos2α = tg2α + 1.
Получили важную связь между величиной синуса и котангенса, между величиной косинуса и тангенса одного и того же острого угла.

Лучше для запоминания записать:

1/sin2α = сtg2α + 1
и
1/cos2α = tg2α + 1
Заметим ещё одно соотношение между тангенсом и котангенсом одного и того же острого угла:




         tg α ∙ сtg α = sin α/cos α ∙ cos α/sin α = 1 ,

      т.е.  tg α ∙ сtg α = 1

Получены основные тригонометрические тождества:


(1) 
sin2α + cos2α = 1 ;


(2)
tg α = sin α/cos α  ,       сtg α = cos α/sin α ;

(3) 
tg α ∙ сtg α = 1 ;


(4)
1/sin2α = сtg2α + 1 ;


(5)
1/cos2α = tg2α + 1
Причём тождества (1) и (2) ученики должны знать наизусть, а (3), (4) и (5) могут вывести.

В качестве закрепления можно провести преобразование тождеств (3), (4) и (5) и выразить sin2α, cos2α, а также tg α:


1/sin2α = сtg2α + 1
   =>
   sin2α = 1/сtg2α + 1 ;
1/cos2α = tg2α + 1
   =>
   cos2α = 1/tg2α + 1 ;
tg α ∙ сtg α = 1

   =>
   tg α = 1/сtg α.
5. Зависимость синуса, косинуса, тангенса и котангенса от величины угла α.
Рассмотрим прямоугольный треугольник с острым углом А = α, гипотенузой, длина которой равна одному единичному отрезку в прямоугольной системе координат. При этом совместим вершину А с центром прямоугольной системы. Один из катетов – АС направим по оси х, т.о. второй катет – ВС окажется перпендикулярным оси х, т.е. параллельным   оси у. В дальнейшем, для удобства, катет АС будем называть – горизонтальным, а катет ВС – вертикальным
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Отметим, что в ∆АВС (или ∆ОВС) горизонтальный катет совпадает с горизонтальной осью ОС = cos α, а вертикальный катет ВС, параллельный оси у, равен синусу α, т.е. ВС = sin α. Гипотенуза ОВ = 1.

Начнём изменять значения острого угла А = α, причём α  принадлежит интервалу (0; 900) путём поворота гипотенузы ОВ относительно О. Тогда конец В гипотенузы ОВ движется по окружности единичного радиуса. Ниже зафиксированы несколько положений гипотенузы, ставшей радиуса единичной окружности. Из точки В в каждом случае опущен перпендикуляр на ось х, в результате чего получаются треугольники, катеты которых равны синусу α – вертикальный и косинусу α – горизонтальный. (Так как на оси х откладываются значения косинуса, то можно ввести понятие «линии косинусов» для отрезка [-1; 1]. Так же можно провести аналогию для отрезка оси у [-1; 1], присвоив ему понятие «линии синусов».)
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Из представленных рисунков видно, что с изменением α изменяются и длины катетов получающихся треугольников, а значит значение sinα, cosα, следовательно и tgα и сtgα. Каждому значению α соответствует определённое значение величин sinα, cosα, tg α, сtgα, т.е. тригонометрические величины являются переменными, sinα, cosα, tgα, сtgα являются функциями угла α. Причём с увеличением острого угла α значение синуса увеличивается, а значение косинуса уменьшается. Тогда, учитывая что tgα = sinα/cosα , значение тангенса увеличивается сильнее из-за увеличения числителя дроби и одновременного уменьшения знаменателя с ростом  α. С функцией котангенс (сtgα = cosα/sinα) происходит обратное изменение: с увеличением α котангенс α сильно уменьшается. Схематично можно записать:
	α↑
	sin α↑

	cos α↓

	
	tg α↑↑

	сtg α↓↓


Следует отметить закономерность: поведение функций  sinα  и tgα для острого угла подобно, а функции cosα ведут себя противоположно (т.е. cosα и сtgα – функции наоборот).
6. Значение тригонометрических функций для углов α = 00, 300, 450, 600, 900.
Рассмотрим прямоугольный ∆ОВС с единичной гипотенузой ОВ = 1 и острым углом α в прямоугольной системе координат. При α = 00 гипотенуза ОВ прямоугольного ∆ОВС совпадает с горизонтальным катетом ОС и треугольник вырождается в горизонтальный отрезок, при этом ОС = ОВ = 1, т.е. cos 00 = 1. Вертикальный катет ВС уменьшается до точки, ВС = 0, т.е. sin 00 = 0. Тогда tg00 = 0/1 = 0, а сtg00 не существует, т.к. не имеет смысла дробь cos α/sin α при sin  α = 0.
Если α = 900, то гипотенуза ОВ и катет ВС совмещаются, ∆ОВС вырождается в вертикальный отрезок и ВС = ОВ = 1, т.е. sin 900 = 1, горизонтальный катет ОС уменьшается до точки, ОС = 0, т.е. cos 900 = 0. Тогда tg α не существует, т.к. знаменатель дроби sin α/cos α  равен 0, значение сtg α = 0/1 = 0.

Точные (табличные) значения тригонометрических функций других углов найдём, используя геометрические соображения.

α = 300  В прямоугольном ∆АВС с гипотенузой АВ = 1 катет ВС, лежащий против угла в 300, равен половине гипотенузы, т.е. ВС = ½ АВ = ½ , значит sin  ½. По теореме Пифагора 



_________      _____      __      _




         _
АС = √ АВ2 - ВС2 = √1 – ¼  = √¾  =√3 /2, АС = cos 300,  значит  cos 300 =  √3/2.



   _
        _                            _       _
tg 300 = ВС/АС = ½ :  √3 /2 = 1/√3          tg 300 = 1/√3 = √3/3
                                  _          _
сtg 300 = АС/ВС = √3 /1 = √3.

α = 450. Прямоугольный треугольник с острым углом 450 является равнобедренным. Гипотенуза АВ = 1. Примем длину каждого катета за х, тогда, по теореме Пифагора,

АВ2   = АС2 + ВС2 
 1      =   х2  +  х2

 2 х2   =   1

  х2      =   ½  _

  х     =   1/√2               _                           _


ВС = х = sin 450 = 1/√2, или sin 450 = √2/2. Катеты  равнобедренного треугольника равны, следовательно АС = х = ½ = cos 450  или cos 450  = √2/2.

sin 450 = cos 450  = √2/2
Из равенства катетов следует, что их отношение равно 1, значит   tg 450  = сtg 450 =   1










α = 600 .  В прямоугольном ∆АВС с единичной гипотенузой АВ = 1 и острым углом α = 600  ۓВ = 900 - 600 = 300 .  Катет ВС лежит против ۓА= 600 , следовательно ВС = sin 600. С другой стороны катет ВС является прилежащим для ۓВ = 300 . Т.е. ВС = сos 300 = √3/2. Значит  sin 600 = сos 300 =√3/2.
Катет АС является прилежащим для ۓА= 600, следовательно, АС = сos 600. С другой стороны АС является противолежащим катетом для  ۓВ = 300 , следовательно АС =         =sin 300 = ½ . Значит сos 600 = sin 300 = ½ .


tg 600  = ВС/АС =  √3/2 : ½ = √3 ;

сtg 600  = 1 : √3 = √3 : 3.

Для запоминания хорошо предложить учащимся рисунок
Сведём значения тригонометрических функций в таблицу и заметим:
1.
Табличные значения синуса и косинуса углов представляют собой правильные дроби со знаменателем «2», числители которых выражены натуральными числами от 0   до 4, стоящими под знаком квадратного корня ( напр. 0 = √0/2; 1 =  √4/2).
2.
Значение тангенса для α = 00, 300, 600  выражено дробями, числители которых равны числителям соответствующих значений синуса. Значение котангенса для α = 300, 600, 900 выражено дробями, числители которых равны числителям соответствующих значений косинуса.

3.
tg450  =  сtg 450 = 1.

4.
tg 900  и  сtg 00 не существуют.      

5.
sinα = cos (900  –  α),         cosα = sin (900  –  α),   т.к. в прямоугольном треугольнике катет, противолежащий α, является прилежащим углу 900  –  α. Аналогично для функций  tgα и сtgα.

Учащимся пригодится тригонометр, сделанный своими руками на миллиметровой бумаге: 

Начертить круг R = 10 см, отметить центр, оси координат. Значение тригонометрических функций синуса и косинуса –  это длины горизонтальных и вертикальных катетов в долях дециметра.
       На первом этапе не доказывается и не уточняется, что изучаемые зависимости являются функциями. Изменение синуса и косинуса при изменении угла доказываются на основе свойств наклонной. Эти понятия достаточно абстрактны для курса геометрии, поэтому усваиваются довольно плохо. Но еще большие трудности вызывает переход к аргументу, большему 900. Ведь мы определяли тригонометрические функции через отношение сторон прямоугольного треугольника, а, как известно, в прямоугольном треугольнике не может быть угла с градусной мерой, большей 900. Для объяснения этого факта уже на этом этапе приходится рассматривать окружность, и это является своеобразной пропедевтической работой для введения тригонометрических функций числового аргумента с помощью окружности в курсе алгебры и начал анализа.
      Изучение тригонометрических функций будет более эффективным, в том случае когда:                    -перед введением тригонометрических функций проведена достаточно широкая пропедевтическая работа  с числовой окружностью;                                                                                                                            -числовая окружность рассматривается не только как самостоятельный объект, но и как элемент декартовой системы координат;                                                                                                                           -построение графиков осуществляется после исследования свойств  тригонометрических функций, исходя из анализа поведения функции на числовой окружности;                                                                  -каждое свойство  функций  четко  обоснованно и все они сведены в систему.

Как показывает многолетний опыт работы, элементы пропедевтического курса тригонометрии, ранний подход и такая организация изучения позволяют эту тему из разряда сложных сделать одной из самых любимых для учеников, усиливают прочность усвоения детьми учебного материала, повышают качество знаний школьников.
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  _


√2/2= sin 450
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  ½ = sin 300





	      _


сos 300 = √3/2 





С





Вертикальный катет ∆ОАС- sin α


Горизонтальный  катет ∆ОАС- cos α








В (cosα;sinα)








Координаты произвольной точки В (х;у)  окружности единичного радиуса оказываются равными соответственно cos α и sin α








cos α = АС/ОВ = х/1 = х








sin α = ВС/ОВ = у/1 = у
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	     _


сos 450 = √2/2 








Учащимся полезно знать, что 1/√3 ≈ 0,6 ;  √2/2 ≈ 0,71 ;  √3/2 ≈ 0,86 ;  √3 ≈ 1,7.





sin 00 =  0





     сos 00  = 1











sin 900 = 1





сos 900 = 0
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sin 600 = √3/2 





 сos 600 = ½
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sin 450 = √2/2
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сos 450 = √2/2





α = 00





sin 300 = ½ 
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  сos 300 =√3/2





α = 900





α = 600





α = 450





α = 300





α = 00
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