
òÁÚÒÁÂÏÔËÁ ÎÅÂÏÌØÛÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÌÅË�ÉÊ ÎÁ ÔÅÍÕ \�ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ É ÅÇÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ" �ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÁ ÄÌÑ�ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ ÆÁËÕÌØÔÁÔÉ×Ï×, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÕÖËÏ×, �ÅÄÁÇÏÇÏ× ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ïÔ ÓÌÕÛÁÔÅÌÅÊ�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÕÍÅÎÉÅ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ×ÅËÔÏÒÁÍÉ É �ÌÏÝÁÄÑÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×.çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÍÁÓÓï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ Ó �ÒÉ�ÉÓÁÎÎÏÊ ÅÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÍÙÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÁÓÓÏÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ. ïÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ A Ó ÍÁÓÓÏÊ m ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÏÓÔÏ: mA.îÁ�ÒÉÍÅÒ, 1A, 7B, −3C, 0D.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÀÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÁÔÅÒÉÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË m1A1, m2A2, . . . , mkAk, �ÒÉÞÅÍ ÓÕÍÍÁ ÍÁÓÓm1 + · · ·+mk ÎÅ ÒÁ×ÎÁ 0. ãÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ Z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊm1−−→ZA1 +m2−−→ZA2 + · · ·+mk−−→ZAk = −→0 .úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ãÅÎÔÒ ÍÁÓÓ | ÜÔÏ �ÒÏÓÔÏ ÔÏÞËÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÁÑ, Ô.Å. ÂÅÚ �ÒÉ�ÉÓÁÎÎÏÊ ÅÊ ÍÁÓÓÙ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÒÁÚÕ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÁÓÓÙ ÎÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÉËÁËÏÇÏ ×ÌÉÑÎÉÅ ÎÁ �ÅÎÔÒÍÁÓÓ | ÅÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÓÔÏ ×ÙËÉÎÕÔØ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÏÞÅË. îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÜÔÏ, ÎÅ ÎÁÄÏ ÚÁÂÙ×ÁÔØ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ ÎÕÌÅ×ÏÊÍÁÓÓÙ ÎÅ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÙ | ÎÁÍ ×ÓÔÒÅÔÑÔÓÑ �ÒÉÍÅÒÙ ÉÈ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ!úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. �ÏÞËÉ A1, . . . , An ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ. îÉËÔÏ ÎÅ ÍÅÛÁÅÔ �ÏÍÅÓÔÉÔØ × ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÄÎÕ É ÔÕÖÅ ÔÏÞËÕ Ó Ä×ÕÍÑ ÒÁÚÎÙÍÉ ÍÁÓÓÁÍÉ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÏÄÉÎ ÜËÚÅÍ�ÌÑÒ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ Ó ÍÁÓÓÏÊ, ÒÁ×ÎÏÊÓÕÍÍÅ ÜÔÉÈ ÍÁÓÓ (ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ), É ÜÔÏÔ �ÒÉÅÍ ÔÁËÖÅ ÞÁÓÔÏ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ!úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÌÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ×ÓÅÈ ÍÁÓÓ ÎÁ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.þÕÔØ �ÏÚÖÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ, É ÒÁÚÂÅÒÅÍÓÑ, ÚÁÞÅÍ ÎÕÖÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ Ï ÔÏÍ,ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÍÁÓÓ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ 0. á �ÏËÁ �ÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÅ �ÒÉÍÅÒÙ.ðÒÉÍÅÒÙ. 1. åÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ mA, ÔÏ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ A, ÉÂÏ m−→AA = −→0 .2. ÷ÁÖÎÙÊ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË m1A1 É m2A2. âÕÄÅÍ �ÏËÁ ÄÌÑ�ÒÏÓÔÏÔÙ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÓÓÙ ÔÏÞÅË �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ.úÁ�ÉÛÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ m1−−→ZA1 +m2−−→ZA2 = −→0 ÓÌÅÇËÁ �Ï-ÄÒÕÇÏÍÕ: m1−−→ZA1 = −m2−−→ZA2.éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÁ −−→ZA1 É −−→ZA2 �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, Á ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ Z ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ A1A2.âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ m1;m2 > 0, ÔÏ ÜÔÉ ×ÅËÔÏÒÙ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÙ × ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÔÏÞËÁ Z ÌÅÖÉÔ ÎÁÏÔÒÅÚËÅ A1A2.÷Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÇÄÅ ÉÍÅÎÎÏ ÏÎÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ, ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ �ÒÏÓÔÏ: ÉÚÕÞÉÍ ÄÌÉÎÙ ÎÁÛÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ×.éÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |
−−→ZA1|=|−−→ZA2| = m2=m1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÁ Z ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË A1A2 × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉm2 : m1.æÉÚÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ. åÓÌÉ ÚÁËÒÅ�ÉÔØ ÎÁ ËÏÎ�ÁÈ ÓÔÅÒÖÎÑ ÇÒÕÚÉËÉ ÍÁÓÓÁÍÉm1 É m2, ÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÚÁ ËÁËÕÀ ÔÏÞËÕ ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÄ×ÅÓÉÔØ ÜÔÏÔ ÓÔÅÒÖÅÎØ, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÏËÁÚÁÌÓÑ × �ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ:ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÄÏÌÖÎÁ ÄÅÌÉÔØ ÓÔÅÒÖÅÎØ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ m2 : m1. ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ �ÏÒÑÄÏË ÍÁÓÓ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ: �ÅÎÔÒÍÁÓÓ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÂÌÉÖÅ Ë ÂÏÌØÛÅÊ ÍÁÓÓÅ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1)

A1 A2Z

2 kg 5 kg5 : 2

A1 A2Z

4 kg 2 kg1 : 2

A1 A2Z

1 kg 1.5 kg3 : 2ÒÉÓ. 1�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ Z | �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÏÞÅË miAi (Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÍÁÓÓ), Á O | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ�ÌÏÓËÏÓÔÉ. �ÏÇÄÁ
−→OZ = m1−−→OA1 + · · ·+mk−−→OAkm1 + · · ·+mk = m1∑mi−−→OA1 + · · ·+ mk∑mi−−→OAk :üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÆÁËÔÏ× ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ:×ÅËÔÏÒ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ O × ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ AB ÒÁ×ÅÎ −−→OM = 12−→OA + 12−−→OB;ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ M ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË AB × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 2: 3, ÔÏ −−→OM = 35−→OA+ 25−−→OB.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ. âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ (m1 + · · ·+mk)−→OZ = m1−−→OA1 + · · ·+mk−−→OAk .äÌÑ ÜÔÏÇÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× −−→OAi \�ÒÏ�ÕÓÔÉÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ Z": −−→OAi = −→OZ + −−→ZAi. �ÏÇÄÁ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÁÛÅÇÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÒÅ×ÒÁÔÉÔÓÑ ×m1(−→OZ +−−→ZA1) + · · ·+mk(−→OZ +−−→ZAk) = (m1 + · · ·+mk)−→OZ + (m1−−→ZA1 + · · ·+mk−−→ZAk):÷ÔÏÒÁÑ ÓËÏÂËÁ × ÜÔÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÒÁ×ÎÁ −→0 �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.ðÒÉÛÌÁ �ÏÒÁ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. õ ÌÀÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË (Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÁÓÓÏÊ) �ÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÛÌÏÓØ Ä×Á ÒÁÚÎÙÈ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ: Z É T . äÌÑ ÎÉÈ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: m1−−→ZA1 +m2−−→ZA2 + · · ·+mk−−→ZAk = −→0 , m1−−→TA1 +m2−−→TA2 + · · ·+mk−−→TAk = −→0 .÷ÙÞÅÔÅÍ ÉÚ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÉÖÎÅÅ:m1(−−→ZA1 −−−→TA1) + · · ·+mk(−−→ZAk −−−→TAk) = −→0 :



úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ−−→ZA1−−−→TA1 = −→ZT , É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊAi. ðÏÜÔÏÍÕm1−→ZT+· · ·+mk−→ZT = −→0 , ÔÏ ÅÓÔØ (∑mi)−→ZT = −→0 .ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ m1 + · · ·+mk 6= 0, �ÏÌÕÞÁÅÍ −→ZT = −→0 , Ô.Å. Z = T . åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ. íÙ �ÒÏÓÔÏ �ÒÅÄßÑ×ÉÍ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ Ñ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏÆÏÒÍÕÌÏÊ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. ÷ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ O, É ×ÙÞÉÓÌÉÍ ×ÅËÔÏÒm1−−→OA1 + · · ·+mk−−→OAkm1 + · · ·+mk :ïÔÌÏÖÉÍ ÜÔÏÔ ×ÅËÔÏÒ ÓÎÏ×Á ÉÚ ÔÏÞËÉ O, �ÕÓÔØ ÏÎ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ × ÔÏÞËÅ Z:
−→OZ = m1−−→OA1 + · · ·+mk−−→OAkm1 + · · ·+mk :äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ Z ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ �ÒÏÄÅ-ÌÁÌÉ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÂÙÌÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÍÉ, Ô.Å. ÉÈ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÎÕÔØ × ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ.îÏ ÄÁ×ÁÊÔÅ �ÒÏÄÅÌÁÅÍ ÉÈ Ñ×ÎÏ ÅÝÅ ÒÁÚ.éÔÁË, ÉÍÅÅÍ: m1−−→OA1 + · · ·+mk−−→OAk = (m1 + · · ·+mk)−→OZ . �ÏÇÄÁm1−−→ZA1 + · · ·+mk−−→ZAk = m1(−→ZO +−−→OA1) + · · ·+mk(−→ZO +−−→OAk) = (m1 + · · ·+mk)−→ZO + (m1−−→OA1 + · · ·+mk−−→OAk) == (m1 + · · ·+mk)−→ZO + (m1 + · · ·+mk)−→OZ = −→0 :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÁ Z ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ, É ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 3 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÇÒÕ��ÉÒÏ×ËÅ).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÍÁÔ. ÔÏÞÅË m1A1, . . . , mkAk, mk+1Ak+1, . . . , mnAn. ðÕÓÔØ �ÒÉ ÜÔÏÍ mk+1 + · · · +mn 6= 0(ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, m1 + · · ·+mn 6= 0 ÔÏÖÅ). ðÕÓÔØ X | �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÔÏÞÅË m1A1, . . . , mkAk.�ÏÇÄÁ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ m1A1, . . . , mkAk, mk+1Ak+1, . . . , mnAn ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙm1A1, . . . , mkAk , (mk+1 + · · ·+mn)X .éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÏÖÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÉÈ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ, ÓÍÅÓÔÉ× × ÎÅÇÏ ÓÕÍÍÁÒÎÕÀ ÍÁÓÓÕ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË,É ÏÔ ÜÔÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÏÂÝÉÊ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ Z | �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÔÏÇÄÁm1−−→ZA1 + · · ·+mk−−→ZAk + (mk+1−−−−→ZAk+1 + · · ·+mn−−→ZAn) = −→0 :�ÏÞËÁ X | �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ n − k ÔÏÞÅË; ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1, �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓËÏÂËÁ ÒÁ×ÎÁ (mk+1 + · · · + mn)−−→ZX.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, m1−−→ZA1 + · · ·+mk−−→ZAk + (mk+1 + · · ·+mn)−−→ZX = −→0 ;ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.ðÒÉÍÅÒÙ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÅÍ. òÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ �ÒÏÞÉÔÁÔØ ÜÔÉ�ÒÉÍÅÒÙ, ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÎÉËÁÑ × ÌÏÇÉËÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÉÂÏ × ÔÁËÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ É ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÊ ÎÁÕËÉ.1. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÅÄÉÁÎÙ AA1, BB1, CC1 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ É ÄÅÌÑÔÓÑ ÅÊ × ÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÉ 2: 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË A, B, C, Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍÉ ÍÁÓÓÁÍÉ É ÎÁÊÄÅÍ ÅÅ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ. óÏÇÌÁÓÎÏÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÇÒÕ��ÉÒÏ×ËÅ, �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÔÏÞËÉ 1A, 1B ÎÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ 2C1. úÎÁÞÉÔ,ÏÎ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ 1C, 2C1, Ô.Å. ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÔÏÞËÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÅÌÉÔ ÍÅÄÉÁÎÕ CC1 × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ2: 1. (óÍ. ÒÉÓ. 2, ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÍÁÓÓÙ ÏÂ×ÅÄÅÎÙ × ËÒÕÖÏÞËÉ, Á ÍÁÓÓÁ, �ÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÇÒÕ��ÉÒÏ×ËÉ, | ×�ÕÎËÔÉÒÎÙÊ ËÒÕÖÏÞÅË.)áÂÓÏÌÀÔÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÄÅÌÉÔ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 2: 1 ÍÅÄÉÁÎÙ BB1 É AA1. (úÄÅÓØ ÎÅÑ×ÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ, ÞÔÏ�ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ.) óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ ÜÔÉ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, É ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÎÁÛÕ ÔÅÏÒÅÍÕ.
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3ÒÉÓ. 2 ÒÉÓ. 32. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ ÞÅ×ÉÁÎÙ BB1 É CC1, �ÒÉÞÅÍ AB1 : B1C = 1: 2, É AC1 : C1B = 4: 1. ïÔÒÅÚËÉBB1 É CC1 �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ X . õÚÎÁÅÍ, × ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÔÏÞËÁ X ÄÅÌÉÔ ÞÅ×ÉÁÎÙ BB1 É CC1?ðÏÓÔÁ×ÉÍ × ÔÏÞËÕ C ÍÁÓÓÕ 1, × ÔÏÞËÕ A ÍÁÓÓÕ 2, Á × ÔÏÞËÕ B | ÍÁÓÓÕ 8. ÷ÙÑÓÎÉÍ, ÇÄÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÜÔÉÈÔÒÅÈ ÔÏÞÅË.ãÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÔÏÞÅË 1C É 2A ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÔÏÞËÅ B1, É �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÇÒÕ��ÉÒÏ×ËÅ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÔÏÞËÕ3B1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 3). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÓËÏÍÙÊ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ BB1 É ÄÅÌÉÔ ÅÇÏ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 3: 8.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÔÏÞÅË 2A É 8B ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÔÏÞËÅ C1, É �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÇÒÕ��ÉÒÏ×ËÅ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÍÏÖÎÏÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÔÏÞËÕ 10C1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 3). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÓËÏÍÙÊ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ CC1 É ÄÅÌÉÔ ÅÇÏ ×ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 10: 1.÷ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ, ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ËÁË ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ BB1, ÔÁË É ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ CC1, Ô.Å. ×ÔÏÞËÅ X . úÎÁÞÉÔ, ÉÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ Ä×ÕÈ ÁÂÚÁ�Å× �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ BX : XB1 = 3: 8, CX : XC1 = 10: 1.



õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. �ÏÞËÁ A1 ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ BC, Á B1 | ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ AC ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, K | ÔÏÞËÁ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ AA1 É BB1. ðÒÉ ÜÔÏÍ BA1 = 1, A1C = 2, AK = 3, KA1 = 4. ÷ ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ K ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË BB1?õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. A1, A2, . . . , A6 | ÓÅÒÅÄÉÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× A1A3A5 É A2A4A6 ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.�ÅÏÒÅÍÁ þÅ×Ù. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ AB, BC, AC ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ×ÙÂÒÁÎÙ ÔÏÞËÉ C1, A1, B1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.ðÒÑÍÙÅ AA1, BB1, CC1 �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁAC1C1B ·
BA1A1C ·

CB1B1A = 1:úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÔÒÅÚÏË ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÏ ÔÏÞËÉ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÞÅ×ÉÁÎÏÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÒÏÂÉ × ÜÔÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ: 
 = AC1=C1B, � = BA1=A1C, � = CB1=B1A.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ��
 = 1 É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÞÅ×ÉÁÎÙ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ðÏÓÔÁ×ÉÍ × ÔÏÞËÕ B ÍÁÓÓÕ 1, ×ÔÏÞËÕ C ÍÁÓÓÕ �, É × ÔÏÞËÕ A ÍÁÓÓÕ ��. �ÏÇÄÁBA1A1C = � = �1 ; CB1B1A = � = ��� ; AC1C1B = 
 = 1�� : (∗)
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1 : α

β
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1

γ
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1

üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÍÁÓÓÙ × ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÍÏÖÎÏ ÓÎÅÓÔÉ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀÔÏÞËÕ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ×ÓÅÈ ÔÒÅÈ ÔÏÞÅË ÌÅÖÉÔ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚÏÔÒÅÚËÏ× AA1, BB1, CC1. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.ïÂÒÁÔÎÏ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÞÅ×ÉÁÎÙ AA1, BB1, CC1 �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ Z.ðÏÓÔÁ×ÉÍ × ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÅ ÖÅ ÍÁÓÓÙ, ÞÔÏ ×ÙÛÅ. �ÏÇÄÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÅÒ×ÙÍ Ä×ÕÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ ×(∗), �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÔÏÞÅË B É C | × ÔÏÞËÅ A1, Á ÔÏÞÅË C É A | × ÔÏÞËÅ B1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,�ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ×ÓÅÈ ÔÒÅÈ ÔÏÞÅË ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÁÈ AA1 É BB1, ÔÏ ÅÓÔØ × ÔÏÞËÅ Z. îÏÔÏÇÄÁ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÔÏÞÅË A É B ÏÂÑÚÁÎ �Ï�ÁÓÔØ × ÔÏÞËÕ C1 (ÉÎÁÞÅ ÏÂÝÉÊ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÎÅÓÍÏÖÅÔ �Ï�ÁÓÔØ × ÔÏÞËÕ Z). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, AC1=C1B = 1=��, Ô.Å. 
 = 1=��. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ��
 = 1, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ÒÉÓ. 4äÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ×ÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,ÏÎÏ ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ �ÒÉÅÍ \×Ù×ÏÄ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÚ �ÒÑÍÏÇÏ".óÎÁÞÁÌÁ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÞÅ×ÉÁÎÙ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ Z. �ÏÇÄÁ S(ACZ)=S(BCZ) = AC1=C1B. ÷ ÓÁÍÏÍÄÅÌÅ, Õ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÈ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ CZ, Á ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÙÓÏÔ ÒÁ×ÎÏ AC1=C1B (ÓÍ. ÒÉÓ. 5Á).
A1

B1
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A
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Z
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II IIIÒÉÓ. 5Á ÒÉÓ. 5Â�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÓÍ. ÒÉÓ. 5Â),AC1C1B = SIISI ; BA1A1C = SIIISII ; CB1B1A = SISIII :ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÔÒÅÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÒÁ×ÎÏ 1, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.�Å�ÅÒØ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ: �ÕÓÔØ AC1C1B ·
BA1A1C ·

CB1B1A = 1:äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÞÅ×ÉÁÎÙ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ðÕÓÔØ Z | ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÞÅ×ÉÁÎ AA1 É BB1. ðÕÓÔØ �ÒÑÍÁÑCZ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÓÔÏÒÏÎÕ AB × ÔÏÞËÅ C ′1. �ÏÇÄÁ ÉÚ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏAC ′1C ′1B ·
BA1A1C ·

CB1B1A = 1:óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ Ä×Á �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, �ÏÌÕÞÁÅÍ: AC1=C1B = AC ′1=C ′1B. îÏ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ AB ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÛØ ÏÄÎÁÔÏÞËÁ, ÄÅÌÑÝÁÑ ÅÇÏ × ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ. úÎÁÞÉÔ, C ′1 = C1, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÅ×ÉÁÎÁ CC1 �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ Z.óÌÅÄÓÔ×ÉÑ. þÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÔÅÏÒÅÍÙ þÅ×Ù Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÉÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÕÔ×ÅÖÄÅÎÉÑ.1. íÅÄÉÁÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÍÅÄÉÁÎ ×ÓÅ ÔÒÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �, �, 
 ÉÚÔÅÏÒÅÍÙ þÅ×Ù ÒÁ×ÎÙ 1.2. þÅ×ÉÁÎÙ, ÉÄÕÝÉÅ × ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÓÔÏÒÏÎ ÓÏ ×�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. üÔÁ ÔÏÞËÁÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ öÅÒÇÏÎÁ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÔÏÒÏÎÙ ÄÅÌÑÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÓÏ ×�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÎÁ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁ×ÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ: AB1 =AC1 = x, BC1 = BA1 = y, CA1 = CB1 = z. é ÔÏÇÄÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ þÅ×Ù ÒÁ×ÎÏ x=y · y=z · z=x = 1.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ þÅ×Ù, ÞÔÏ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ: Á) ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ;Â) ×ÙÓÏÔÙ; ×) þÅ×ÉÁÎÙ, ÉÄÕÝÉÅ × ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÓÔÏÒÏÎ Ó ×ÎÅ×�ÉÓÁÎÎÙÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ.



ðÒÉÛÌÁ �ÏÒÁ �ÏÄÕÍÁÔØ ÏÂ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÓÓÁÈ. ðÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÄÕÍÁÔØ ÏÂ ÜÔÏÍ ÎÁ �ÒÉÍÅÒÅ Ä×ÕÈ ÍÁÓÓ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ 1A, −2B. çÄÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÉÈ �ÅÎÔÒ Z? óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, −→ZA − 2−−→ZB = −→0 ,Ô.Å. −→ZA = 2−−→ZB. úÎÁÞÉÔ, ÔÏÞËÁ Z ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ AB ÚÁ �ÒÅÄÅÌÁÍÉ ÏÔÒÅÚËÁ AB. ðÒÉ ÜÔÏÍ ZA > ZB, ÔÏ ÅÓÔØZ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÏÞËÉ B, É AB = BZ.ãÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÔÏÞÅË −1A É 2B ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÔÏÞËÅ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÂÅÉÈ ÍÁÓÓ ÎÁ ÏÄÎÏ ÉÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ (× ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÎÁ −1), �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. åÓÌÉ ÍÁÓÓÙ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÚÎÁËÉ, ÔÏ ÉÈ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑÎÁ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÏÔÒÅÚËÁ, �ÒÉÞÅÍ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÏÊ ÔÏÞËÉ, ÞØÑ ÍÁÓÓÁ ÂÏÌØÛÅ �Ï ÍÏÄÕÌÀ.�ÅÏÒÅÍÁ íÅÎÅÌÁÑ, 1-Ê ÓÌÕÞÁÊ. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ AB É AC ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ×ÙÂÒÁÎÙ ÔÏÞËÉ C1 É B1 ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ, Á ÎÁ �ÒÑÍÏÊ BC | ÔÏÞËÁ A1. �ÏÞËÉ A1, B1, C1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁAC1C1B ·
BA1A1C ·

CB1B1A = 1:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, 
 = AC1=C1B, � = BA1=A1C, � = CB1=B1A.ðÏÓÔÁ×ÉÍ × ÔÏÞËÕ B ÍÁÓÓÕ 1, Á × ÔÏÞËÕ C ÍÁÓÓÕ −�. ðÏÓËÏÌØËÕ � = BA1=A1C, ÉÈ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ �Ï�ÁÄÅÔ × ÔÏÞËÕ A1(ÓÍ. ÒÉÓ. 6Á).ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÏÓÔÁ×ÉÍ × ÔÏÞËÕ ó ÍÁÓÓÕ −�, Á × ÔÏÞËÕ A ÍÁÓÓÕ ��. éÈ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÏËÁÖÅÔÓÑ × ÔÏÞËÅ B1.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ×ÓÅÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ A1B1.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÅ C ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÌÁÓØ ÍÁÓÓÁ � − � = 0. ðÏÜÔÏÍÕ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÅÎÔÒÏÍÍÁÓÓ ÔÏÞÅË 1B É ��A, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ AB É ÄÅÌÉÔ ÅÇÏ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 1 : ��.ðÏÄ×ÅÄÅÍ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÉÔÏÇ: �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ(1) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ �ÒÑÍÙÈ A1B1 É AB,(2) ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË AB × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 1 : ��.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ A1, B1, C1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. �ÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (1), ÏÎ �Ï�ÁÄÁÅÔ × C1. áÚÎÁÞÉÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (2), 
 = AC1=C1B = 1=��, Ô.Å. ��
 = 1, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.ïÂÒÁÔÎÏ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ��
 = 1, Ô.Å. 1=�� = 
 = AC1=C1B. éÚ (2) ÔÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ �Ï�ÁÌ ×ÔÏÞËÕ C1; Á ÔÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (1), C1 ÌÅÖÉÔ ÎÁ A1B1. �ÅÏÒÅÍÁ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÄÏËÁÚÁÎÁ.
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1ÒÉÓ. 6Á ÒÉÓ. 6Â÷ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å × ÏÄÎÕ ÉÚ ÔÏÞÅË ÂÙÌÉ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ Ä×Å ÍÁÓÓÙ, ËÏÔÏÒÙÅ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØÏÄÎÏÊ ÍÁÓÓÏÊ, ÒÁ×ÎÏÊ ÓÕÍÍÅ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 3). ÷ÏÔ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ �ÒÉÅÍÁ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ BC, CA É AB ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ×ÙÂÒÁÎÙ ÔÏÞËÉ A1, B1 É C1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.ïÎÉ ÄÅÌÑÔ ÓÔÏÒÏÎÙ × ÒÁ×ÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ: BA1 : A1C = CB1 : B1A = AC1 : C1B. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍÅÄÉÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABC É A1B1C1 ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.�ÅÏÒÅÍÁ íÅÎÅÌÁÑ, 2-Ê ÓÌÕÞÁÊ. îÁ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÈ ÓÔÏÒÏÎ AB, AC É BC ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ×ÙÂÒÁÎÙ ÔÏÞËÉ C1,B1, A1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÞËÉ A1, B1, C1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁAC1C1B ·
BA1A1C ·

CB1B1A = 1:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, ÒÁÚ×Å ÞÔÏ × ÔÏÞËÕ A ÓÔÁ×ÉÔÓÑ ÎÅ ÍÁÓÓÁ ��, Á ÍÁÓÓÁ
−�� (ÓÍ. ÒÉÓ. 6Â).ëÁË ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ ÂÒÏÓÁÅÔÓÑ × ÇÌÁÚÁ, ÔÅÏÒÅÍÙ þÅ×Ù É íÅÎÅÌÁÑ ÏÞÅÎØ �ÏÈÏÖÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ÷ ÔÅÏÒÅÍÅ þÅ×Ù ÔÏÖÅ ÅÓÔØÄ×Á ÓÌÕÞÁÑ, ËÁË É × ÔÅÏÒÅÍÅ íÅÎÅÌÁÑ, ÈÏÔØ ÍÙ É ÎÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ �ÏËÁ ×ÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ. íÏÖÎÏ ÚÁ×ÅÓÔÉ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ,ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÍÏÖÅÔ ÓÌÅÇËÁ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÅÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ −→a É −→b | ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÅ (ÔÏ ÅÓÔØ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ) ×ÅËÔÏÒÙ, �ÒÉÞÅÍ −→b 6= −→0 . �ÏÇÄÁ −→a = �−→bÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ −→a ÎÁ ×ÅËÔÏÒ −→b É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ −→a

−→b .ïÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ: ÞÁÓÔÎÏÊ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÔÏÌØËÏ × ÓÌÕÞÁÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×. ñÓÎÏ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÁ ÓÏÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÙ, ÔÏ −→a
−→b > 0, Á ÅÓÌÉ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÙ × ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÏ −→a

−→b < 0.ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ Z | �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË m1A1 É m2A2. �ÏÇÄÁ −−→A1Z=−−→ZA2 = m2=m1.



äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ �ÒÏÓÔÏ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ: m1−−→ZA1 + m2−−→ZA2 = −→0 , ÔÏ ÅÓÔØ −−→A1Z = m2m1−−→ZA2.üÔÏ É ÚÎÁÞÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ × ÎÁÛÅÊ ÌÅÍÍÅ.�ÅÏÒÅÍÙ þÅ×Ù É íÅÎÅÌÁÑ, ÏÂÝÁÑ ×ÅÒÓÉÑ.ðÕÓÔØ ÎÁ �ÒÑÍÙÈ AB, BC, CA ×ÙÂÒÁÎÙ ÔÏÞËÉ C1, A1, B1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅs = −−→AC1
−−→C1B ·

−−→BA1
−−→A1C ·

−−→CB1
−−→B1A:(1) ðÒÑÍÙÅ AA1, BB1, CC1 �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ s = 1.(2) �ÏÞËÉ A1, B1, C1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ s = −1.ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ 4 ÓÌÕÞÁÑ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÔÒÅÈ ÔÏÞÅË: ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÍÏÇÕÔ ÌÅÖÁÔØ ÏÔ 0ÄÏ 3 ÔÏÞÅË, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÎÁ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÈ ÓÔÏÒÏÎ. åÓÌÉ ÔÏÞËÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ×ÅËÔÏÒÏ× �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ. åÓÌÉ ÖÅ ÎÁ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ, ÔÏ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ þÅ×Ù ÍÏÖÅÔ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ × Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÑÈ: ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ; ÉÌÉ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ, Ä×Å ÎÁ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÈ. á ÔÅÏÒÅÍÁíÅÎÅÌÁÑ | ÅÓÌÉ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ, ÏÄÎÁ ÎÁ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ; ÉÌÉ ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÔÒÉ ÎÁ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÈ.äÌÑ ÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÉ �ÒÏ×ÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ þÅ×Ù �ÒÑÍÏ × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ Ó ×ÅËÔÏÒÁÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ,ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, 
 = −−→AC1=−−→C1B, � = −−→BA1=−−→A1C , � = −−→CB1=−−→B1A. �ÏÌØËÏ ÔÅ�ÅÒØ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ.ðÏÓÔÁ×ÉÍ × ÔÏÞËÕ B ÍÁÓÓÕ 1, × ÔÏÞËÕ C ÍÁÓÓÕ �, × ÔÏÞËÕ A ÍÁÓÓÕ �� (�ÏÌÅÚÎÏ ÓÎÏ×Á ×ÚÑÇÌÑÎÕÔØ ÎÁ ÒÉÓÕÎÏË 4).�ÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ, �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ B É C �Ï�ÁÄÅÔ × ÔÏÞËÕ A1, Á �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ C É A | × ÔÏÞËÕ B1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÏÂÝÉÊ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ Z ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ �ÒÑÍÙÈ AA1 É BB1. úÎÁÞÉÔ, ÔÒÅÔØÑ �ÒÑÍÁÑ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ Z ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ B É C ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÔÏÞËÅ C1. îÕ Á �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ 
 = 1=��,Ô.Å. ��
 = 1. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

A1

B1

C1

A

BC

da

dc

db

îÁËÏÎÅ�, �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ íÅÎÅÌÁÑ, ÎÅÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÍÁÓÓ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ A1, B1, C1ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ÔÏ ��
 = 1. ïÂÒÁÔÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØÉÚ ÜÔÏÊ ÓÔÁÎÄÁÎÒÔÎÙÍ ÔÒÀËÏÍ Ó \ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ".ðÕÓÔØ da, db, d
 | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÔÏÞÅË A, B, C ÄÏ �ÒÑÍÏÊ A1B1C1.�ÏÇÄÁ ÉÚ �ÏÄÏÂÉÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
 = AC1C1B = dadb ; � = BA1A1C = dbd
 ; � = CB1B1A = d
da :ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅË ÎÁ �ÒÑÍÙÈ AB, BC, AC.ÒÉÓ. 7ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÏÄÎÏ ÉÚ ÉÚÑÝÎÙÈ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ íÅÎÅÌÁÑ.�ÅÏÒÅÍÁ. �ÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ ×ÎÅÛÎÉÈ ÕÇÌÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó �ÒÑÍÙÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖ-ÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ.
A1

B1

C1

A

BCÒÉÓ. 8äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, AC1=C1B = AC=CB, BA1=AC = BA=AC, CB1=B1A = CB=BA. ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ íÅÎÅÌÁÑ.îÁÂÌÀÄÅÎÉÅ. þÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÍÁÓÓ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ?1. ãÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÓÌÕÞÁÅ Ä×ÕÈ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË 1A É −1B. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,ÅÓÌÉ 1 · −→ZA+ (−1) · −−→ZB = −→0 , ÔÏ −→ZA = −−→ZB, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.2. ãÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÍÏÖÅÔ É ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÕÓÔØ C | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ AB. �ÏÇÄÁ �ÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ1A, 1B, −2C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ! ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, −→ZA+ −−→ZB − 2−→ZC = −→0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ Z, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ
−→ZC = (−→ZA+−−→ZB)=2.îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ Õ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÍÁÓÓ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ Z, ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ m1−−→ZA1 + · · ·+mk−−→ZAk = −→0 ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ(m1 + · · ·+mk)−→TZ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ m1−−→TA1 + · · ·+mk−−→TAk = −→0 .îÁËÏÎÅ�, �ÒÉ×ÅÄÅÍ �ÏÓÌÅÄÎÀÀ ÔÅÏÒÅÍÕ, �ÏÍÏÇÁÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÍÁÓÓ.ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÄÁÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ A É B É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ Z. �ÏÇÄÁ × ÔÏÞËÉ A É B ÍÏÖÎÏ�ÏÍÅÓÔÉÔØ ÔÁËÉÅ ÍÁÓÓÙ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÏËÁÚÁÌÓÑ × ÔÏÞËÅ Z.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÔÁËÉÅ ÍÁÓÓÙ �ÏÄÂÉÒÁÀÔÓÑ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÂÅÉÈ ÍÁÓÓ ÎÁ ÏÄÎÏÉ ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ �ÅÎÔÒÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÓÓÙ ÏÔÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÙ ÔÁË, ÞÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁÒÁ×ÎÁ 1. ëÁË ÂÕÄÅÔ ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÜÔÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÍÁÓÓÙ ÕÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.



äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÈÏÔÉÍ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÁËÉÅ ÍÁÓÓÙ a É b, ÞÔÏ a−→ZA+b−−→ZB = −→0 . ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ: a−→ZA+b(−→ZA+−−→AB) =
−→0 , ÔÏ ÅÓÔØ (a+ b)−→ZA = −b−−→AB. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a+ b = 1, ÔÏÇÄÁ −→ZA = −b−−→AB É ÞÉÓÌÏ b ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÉÚ�ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (ÔÕÔ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ A É B ÒÁÚÌÉÞÎÙ).ðÒÉÍÅÒÙ. âÕÄÅÔ ×ÅÓØÍÁ �ÏÌÅÚÎÏ ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÉÚÕÞÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÉÍÅÒÏ×. îÁ ÒÉÓ. 4 × ×ÅÒÈÎÉÈ ËÒÕÖÏÞËÁÈ�ÏËÁÚÁÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÍÁÓÓÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ × ÔÏÞËÉ A É B, ÞÔÏÂÙ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ �Ï�ÁÌ × Z (ÏÎÉ ÒÁ×ÎÙ �ÏÍÏÄÕÌÀ ÄÌÉÎÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× −−→ZB É −→ZA). ÷ÎÉÚÕ ÖÅ �ÏËÁÚÁÎÙ \ÏÔÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ" ÍÁÓÓÙ, Ó ÓÕÍÍÏÊ 1.ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ �Ï�ÁÄÁÅÔ ×ÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ AB, ÏÎ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Ó ÔÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÇÄÅ ÓÔÏÉÔÂÏÌØÛÁÑ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÍÁÓÓÁ (Á ×Ï×ÓÅ ÎÅ Ó ÔÏÊ, ÇÄÅ ÓÔÏÉÔ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÁÓÓÁ, ËÁË ÍÎÏÇÉÅ ÍÏÇÕÔ �ÏÄÕÍÁÔØ).

A B
Z

5 22 5

2/7 5/7

A
B

Z
3 2

−2 5

−2/3 5/3

A BZ
1 6

−10
3

10/7 −3/7ÒÉÓ. 6�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÙ ÔÏÞËÉ A, B É C, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ Z. �ÏÇÄÁ× ÔÏÞËÉ A, B É C ÍÏÖÎÏ �ÏÍÅÓÔÉÔØ ÔÁËÉÅ ÍÁÓÓÙ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÏËÁÚÁÌÓÑ × ÔÏÞËÅ Z.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÔÏÞËÁ Z ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÒÅÈ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ (ÎÁÄÏ ÒÁÓ-ÓÔÁ×ÉÔØ ÍÁÓÓÙ 1, 0, 0). ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÒÅÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ: ÌÉÂÏ �ÒÑÍÁÑ CZ�ÅÒÅÓÅËÁÅÔ �ÒÑÍÕÀ AB, ÌÉÂÏ �ÒÑÍÁÑ BZ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ �ÒÑÍÕÀ AC, ÌÉÂÏ �ÒÑÍÁÑ AZ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ �ÒÑÍÕÀ BC. ðÕÓÔØ,ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, ÌÉÂÏ �ÒÑÍÁÑ CZ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ �ÒÑÍÕÀ AB × ÔÏÞËÅ C1. �ÏÇÄÁ, �Ï ÌÅÍÍÅ, × ÔÏÞËÉ A É B ÍÏÖÎÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÁËÉÅ ÍÁÓÓÙ a É b, ÞÔÏ ÉÈ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÏËÁÖÅÔÓÑ × ÔÏÞËÅ C1 (�Ï ÌÅÍÍÅ). åÓÌÉ ÓÎÅÓÔÉ ÜÔÉ ÍÁÓÓÙ × ÔÏÞËÕ C1(× ÎÅÊ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÍÁÓÓÁ a+ b, ÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁËÕÀ ÍÁÓÓÕ 
 × ÔÏÞËÅ C, ÞÔÏ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ (a+ b)C1 É 
C ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ× ÔÏÞËÅ Z.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ A, B É C, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. åÓÌÉ Z | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÔÏ ÔÒÉ ÍÁÓÓÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ × ÔÏÞËÁÈ A, B, C, ÞÔÏÂÙ ÉÈ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ �Ï�ÁÌ × Z, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ Z. ëÁË É × ÌÅÍÍÅ, ÏÎÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ.ïÂÙÞÎÏ �ÒÉÎÑÔÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ÔÒÅÈ ÍÁÓÓ ÒÁ×ÎÁ 1; ÜÔÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.þÁÓÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÍÁÓÓ ÓÉÌØÎÏ Õ�ÒÏÝÁÀÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÁÞÁÔØ ÅÇÏ ÓÌÏ×ÁÍÉ \�ÏÓÔÁ×ÉÍ ××ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÁËÉÅ ÍÁÓÓÙ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ �ÅÎÔÒ ÏËÁÚÁÌÓÑ × ÎÕÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ". üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÅ �ÏÄÂÉÒÁÔØ ÍÁÓÓÙ�Ï ÄÁÎÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ, Á ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÍÁÓÓ (Ô.Å. ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈËÏÏÒÄÉÎÁÔ).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5 (�ÅÏÒÅÍÁ ÷ÁÎ-ïÂÅÌÑ). þÅ×ÉÁÎÙ AA1, BB1 É CC1 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊÔÏÞËÅ K. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ AK=KA1 = AB1=B1C +AC1=C1B.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6 (�ÅÏÒÅÍÁ öÅÒÇÏÎÁ). þÅ×ÉÁÎÙ AA1, BB1 É CC1 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ O.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ OA1=AA1 +OB1=BB1 +OC1=CC1 = 1.îÕ É ÎÁ�ÏÓÌÅÄÏË ÅÝÅ Ä×Á Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ ÎÁ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÅ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÑÑ ÌÉÎÉÑ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÅÌÉÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ × ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÍÏÔÎÏÛÅÎÉÉ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. �ÏÞËÁ O | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÍÅÄÉÁÎÙ AA1 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ðÒÑÍÁÑ CO �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ AB × ÔÏÞËÅ C1.îÁÊÄÉÔÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AOC1 Ë �ÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.


