Тема 4. Деление с остатком. Признаки делимости чисел

1. Определение деления с остатком.

Разделить натуральное число а на натуральное число b  с остатком – это значит найти такие натуральные целые числа q и r, что      а = bq + r,  где  0 ( r < b.
Пусть а = n(A) и множество А разбито на множества A1, A2, …, Aq, R, так, что  множества A1, A2, …, Aq равномощны, а множество R содержит меньше элементов, чем каждое из множеств A1, A2, …, Aq. Тогда, если n(A1), n(A2), …,n( Aq) = b, а  n(R) = r, то a = bq + r, где 0 (  r < b. Причем число q равномощных множеств является неполным частным при делении а на b , а число элементов в R –остатком при этом делении.

2. Пример. 

Разделим  на 2 с остатком.

 Возьмем множество Х, состоящее из 7 элементов. Пусть Х = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Разобьем это множество на 2 равномощных подмножества, например  Х1 = {1, 2, 3}, X2 = {4, 5, 6}. В эти подмножества не вошел один элемент, он составит некоторое множество R = {7}.
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Тогда   n(Х1) = n(X2) = 3, n(R) = 1.  Согласно определению деления с остатком, получим: 7 : 2 = 3 (ост.1) или 7 = 2 ∙ 3 + 1.  Наглядно это можно представить с помощью рис.12.

3. Теорема. Каковы бы ни были целое неотрицательное число а и натуральное число b, существует единственная пара чисел q и r, удовлетворяющая условиям: a = bq + r, где 0 (  r < b. 
4. Понятие делителя и кратного.

Если при делении целого неотрицательного числа а на натуральное число b остаток равен нулю, то число  а нацело делится на натуральное число b.  В этом случае число а называют кратным числу b,  а b - делителем числа а.
5. Понятие простого и составного числа

Простым числом называется такое натуральное число, которое имеет два делителя 1 и само число. 

Составным  числом называется такое натуральное число, которое имеет более двух делителей.

1 – не является ни простым, ни составным числом.

Таким образом, все натуральные числа, за исключением единицы, разбиваются на простые и составные.
Простых чисел – бесконечное множество. Ниже приведены простые числа, не превосходящие 200:
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,

47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101,

103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151,

157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199.

6. Признаки делимости

Для упрощения деления натуральных чисел были выведены правила деления на числа первого десятка и числа 11, 25, которые объединены в раздел признаков делимости натуральных чисел. Ниже приводятся правила, по которым анализ числа без его деления на другое натуральное число даст ответ на вопрос, кратно ли натуральное число числам 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10, 11, 25 и разрядной единице?

Натуральные числа, имеющие в первом разряде цифры (оканчивающиеся на) 2,4,6,8,0, называются четными.

Признак делимости чисел на 2

Натуральное число делится на 2 тогда и только тогда, когда последняя цифра делится на 2, например: 172, 94,67 838, 1670.

Признак делимости чисел на 3

Натуральное число делится на 3 тогда и только тогда, когда сумма его цифр делится на 3. Например:
39 (3 + 9 = 12; 12 : 3 = 4);

16 734 (1 + 6 + 7 + 3 + 4 = 21; 21:3 = 7).

Признак делимости чисел на 4

Натуральное число, содержащее не менее трех цифр, делится на 4 тогда и только тогда, когда делится на 4 двузначное число, образованное последними двумя цифрами заданного числа. Например:
124 (24 : 4 = 6);
103 456 (56 : 4 = 14).

Признак делимости чисел на 5

Натуральное число делится на 5 тогда и только тогда, когда его последняя цифра либо 0, либо 5.

Например: 125; 10 720.

Признак делимости чисел на 6

На 6 делятся те натуральные числа, которые делятся на 2 и на 3 одновременно (все четные числа, которые делятся на 3). Например: 126 (б — четное, 1 + 2 + 6 = 9, 9 : 3 = 3).

Признак делимости чисел на 9

Натуральное число делится на 9 тогда и только тогда, когда сумма его цифр делится на 9. Например:
1179 (1 + 1 + 7 + 9 = 18, 18 : 9 = 2).

Признак делимости чисел на 10

Натуральное число делится на 10 тогда и только тогда, когда его последняя цифра 0. Например: 30; 980; 1200; 1 570.

Признак делимости чисел на разрядную единицу

На разрядную единицу делятся те натуральные числа, у которых количество нулей больше или равно количеству нулей разрядной единицы. Например: 12 000 делится на 10, 100 и 1000.

7. Признаки делимости на составные числа

Теорема (общий признак делимости на составное число): Для того чтобы натуральное число х делилось на составное число n = bc, где числа b  и c таковы, что D(b, c) = 1, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на  b и на c.

Доказательство: Пусть число х делится на n. Тогда, из того, что х делится на n и n делится  на b (по свойству транзитивности отношения делимости) следует, что х делится на  b. Из того, что х делится на n и n делится  на с (по свойству транзитивности отношения делимости) следует, что х делится на с. Таким образом, мы показали, что для того, чтобы натуральное число х делилось на составное число n = bc, необходимо, чтобы оно делилось на b и на c.

Докажем достаточность условия. Так как х делится на b и на c, то х – общее кратное чисел b и c. Но любое общее кратное делится на их наименьшее общее кратно. Значит, х делится на К(b, c). Поскольку D(b,c) = 1, то  К(b, c) = х. Следовательно, х делится на  n.


Признак делимости на 6: Для того, чтобы число х делилось на 6, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 2 и на 3.

Признак делимости на 12: Для того, чтобы число х делилось на 12, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 3 и на 4.

Признак делимости на 15: Для того, чтобы число х делилось на 15, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 3 и на 5.

Рассмотрим задачу. Установим, делятся ли числа 1548 и 942 на 18. Вначале сформулируем признак делимости на 18: для того, чтобы число делилось на 18, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 2 и на 9. Пользуясь признаками делимости на 2 и на 9, устанавливаем, что 1548 делится на 2 и на 9, следовательно, делится ни на 18.  число 942 делится на 2, но не делится на 9. следовательно, число 942 на 18 не делится.

8. Признаки делимости суммы и произведения на число

· Если каждое слагаемое делится на некоторое число, то и сумма делится на это число.

· Если в произведении хотя бы один из множителей делится на некоторое число, то и произведение делится на это число.
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