Заочное отделение, 3 курс                                                                                                                                                           ТОНКМ с методикой преподавания

Тема 6. Алгоритмы действий (Алгоритмы арифметических действий сложения, вычитания, умножения, деления над многозначными числами в десятичной системе счисления)  (л) – 5 ч
1. Сложение чисел в десятичной системе счисления
2. Вычитание чисел в десятичной системе счисления

3. Умножение чисел в десятичной системе счисления

4. Деление чисел в десятичной системе счисления

6.1. Сложение чисел в десятичной системе счисления. Алгоритм сложения

Сложение однозначных чисел можно выполнить, основываясь на определении этого действия, но чтобы всякий раз не обращаться к оп​ределению, все суммы, которые получаются при сложении однознач​ных чисел, записывают в особую таблицу, называемую таблицей сло​жения однозначных чисел, и запоминают.

Естественно, смысл сложения сохраняется и для многозначных чи​сел, но практическое выполнение сложения происходит по особым пра​вилам. Сумму многозначных чисел обычно находят, выполняя сложе​ние столбиком. Например,
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Выясним, каким образом возникает этот алгоритм, какие теорети​ческие положения лежат в его основе. Проиллюстрируем теоретические основы алгоритма сложения, вычислив суммы: 532+8347.

Представим слагаемые 532 и 8347 в виде суммы степеней десяти с коэффициентами:

=(5*102+3*10+2) + (8*103+3* 102+ 4*10 +7)
Раскроем скобки в полученном выражении, поменяем местами и сгруппируем слагаемые так, чтобы единицы оказались рядом с единицами, десятки с десятками и т.д. Все эти преобразования можно выполнить на основании соответствующих свойств сложения. Свойство ассоциативности разрешает записать выражение без скобок:

=5*102+3*10+2 + 8*103 + 3* 102 + 4*10 +7
На основании свойства коммутативности поменяем местами слагаемые: 
 =8*103 + 5*102 + 3* 102  +3*10 + 4*10 + 2  +7.
 Согласно свойству ассоциативности произведем группировку:  = 8*103 + (5*102 + 3* 102)  + (3*10 + 4*10) + (2  +7).
  Вынесем за скобки в первой выделенной группе число 102, а во второй – 10. Это можно сделать в соответствии со свойством дистрибутивности умножения относительно сложения:

8*103 + (5 + 3) * 102 + (3+ 4) *10 + (2  +7).
Итак, сложение данных чисел свелось к сложению однозначных чисел, изображенных цифрами соответствующих разрядов. Эти суммы находим по таблице сложения: 8*103 + 8 * 102 + 7 *10 + 9.
 Полученное выражение есть десятичная запись числа 8879.

Видим, что в основе алгоритма сложения многозначных чисел ле​жат следующие теоретические факты:

-  способ записи чисел в десятичной системе счисления;

-  свойства коммутативности и ассоциативности сложения;

-  дистрибутивность умножения относительно сложения;

-  таблица сложения однозначных чисел.

Нетрудно убедиться в том, что в случае сложения чисел «с переходом через десяток» теоретические основы алгоритма сложения будут теми же.

Рассмотрим, например, суммы: 637+548.

Представим слагаемые в виде суммы степеней десяти с соответствующими         коэффициентами: [image: image18.png]57
2148





Воспользуемся свойствами сложения и дистрибутивностью умножения относительно сложения и преобразуем полученное выражение к такому виду: [image: image2.png]


[image: image3.png](6+35)10° + 3+ 10+ (7+8)



. Видим, что в этом случае сложение данных чисел также свелось к сложению однозначных чисел, но суммы 6+5 и 7+8 превышают 10 и поэтому последнее выражение не является десятичной записью числа. Необходимо сделать так, чтобы коэффициенты перед степенями 10 оказались меньше 10. Для этого выполним ряд преобразований. Сначала сумму 7+8 представим в виде 1·10+5:

(6+5)·102+(3+4)·10+(1·10+5).

Затем воспользуемся свойствами сложения и умножения и приведем полученное выражение к виду: (6+5)·102+(3+4+1)·10+5. Суть последнего преобразования такова: десяток, который получился при сложении единиц, прибавим к десяткам данных чисел. И наконец, записав сумму 6+5 в виде 1·10+1, получаем (1·10+1)·102+8·10+5=103+10         +8·10+5. Последнее выражение есть десятичная запись числа 1185. Следовательно, 637+548=1185.

В общем виде алгоритм сложения натуральных чисел, записанных в десятичной системе счисления, формулируют так:

1.  Записывают второе слагаемое под первым так, чтобы соответст​вующие разряды находилось друг под другом.

2.  Складывают единицы первого разряда. Если сумма меньше деся​ти, записывают ее в разряд единиц ответа и переходят к следующему Разряду (десятков).

3. Если сумма единиц больше или равна десяти, то представляют ее в виде а0 + b0 = 1 × 10 + с0, где с0 - однозначное число; записывают с0 в разряд единиц ответа и прибавляют 1 к десяткам первого сла​гаемого, после чего переходят к разряду десятков.

4. Повторяют те же действия с десятками, потом с сотнями и т.д. Процесс заканчивается, когда оказываются сложенными цифры стар​ших разрядов. При этом, если их сумма больше или равна десяти, то приписываем впереди обоих слагаемых нули, увеличиваем нуль перед первым слагаемым на 1 и выполняем сложение 1 + 0 = 1.

Заметим, что в этом алгоритме (как и в некоторых других) для краткости употребляется термин «цифра» вместо «однозначное число, изображаемое цифрой».

Одним из основных разделов, изучаемых в курсе математики в начальной школе, является изучение письменных вычислительных приёмов: сложения, вычитания, умножения, деления, называемых алгоритмами сложения, вычитания, умножения и деления. В начальной школе эти алгоритмы известны под: сложением, вычитание, умножением, делением многозначных чисел в столбик.


Первым письменным приёмом, изучаемым в курсе математики в начальной школе, являются алгоритмы письменного сложения и вычитания. В основе алгоритмов письменного сложения и вычитания лежат следующие теоретические положения:
1. Представление числа в десятичной системе счисления.
6145 = 6*103 + 1*102 + 4*10 + 5
Представление числа в десятичной системе счисления аналогом в начальной школе является разрядный состав числа.

2. Предлагая учащимся записать одно слагаемое под другим, а также вычитаемое, разряд под разрядом, мы тем самым раскрываем такие теоретические основы данных алгоритмов, как коммутативно-ассоциативное свойство сложения, а также правило вычитания числа из суммы и суммы из числа.

3. В основе сложения и вычитания многозначных чисел также лежит дистрибутивный закон умножения относительно сложения и вычитания соответственно.
4. Общее положение лежащее в основе данных письменных вычислительных алгоритмов – табличные случаи сложения однозначных чисел.

Рассмотрим указанные теоретические положения на конкретных примерах и начнем с письменного сложения:
451 + 237 представление чисел в десятичной системе счисления =
= 4*102 + 5*10 + 1 + 2*102 + 3*10 + 7 ассоциативный и коммутативный законы = 

= 4*102 + 2*102 + 5*10 + 3*10 + 1+7 дистрибутивный закон умножения относительно сложения =

= 4+2*102 + 5+3*10 + 1+7 табличное сложение =

= 6*102 + 8*10 + 8 представление числа в десятичной системе счисления =

= 688.
Для того, чтобы упростить указанную запись, которая представляет собой алгоритм письменного сложения многозначных чисел, предлагается представить эту запись в следующем виде, называя его письменным сложением многозначных чисел в столбик:

6.2. Алгоритм письменного сложения многозначных чисел:

1. Записываем второе слагаемое под первым строго разряд под разрядом.
2. Сложение начинаем с разряда единиц: число единиц второго слагаемого прибавляем к числу единиц первого слагаемого. 

Если полученный результат 10, записываем его в разряд единиц суммы и переходим к сложению в следующем разряде.
Если полученный результат равен 10, то представляем его в виде 10 + c, где с – однозначное число. С записываем в разряд единиц суммы, увеличивая одновременно число единиц в разряде первого десятка на 1.
3. Повторяем один из процессов.
4. Сложение считаем законченным после того, как сложены единицы старших разрядов.

6.3. Этапы изучения письменного сложения двузначных чисел

· Сложение без перехода через десяток.

· Сложение, когда при сложении единиц получаем 10.

· Сложение с переходом через десяток .

6.4. Этапы изучения письменного сложения трехзначных чисел (и многозначных чисел)

· Сложение без перехода через десяток.

· Сложение, когда при сложении единиц какого-то разряда получаем 10.

· Сложение с переходом через десяток в одном из разрядов.

· Сложные случаи (двойной переход через десяток или комбинация случае 2 и 3)

6.5. Закрепление нового материала

Рассказать алгоритмы письменного сложения: 534+253,  480+115, 645+230, 320+450,   148+401, 157+423,  264+542, 620+83, 503+127, 438+526, 345+583, 96+63, 480+170, 68+95, 368+295

6. 6. Алгоритмы сложения

Письменное сложение чисел в пределах 100

[image: image1.png](6-107+3-10+7)+ (5-10° + 410+ §).



Пишу число 37. Под ним, не пропуская клеточки, пишу число 48, десятки под десятками, единицы под единицами. Не пропуская клеточки, провожу горизонтальную черту. Слева ставлю знак «+».
   Складываю единицы: к  7 ед. прибавить 8 ед., получится 15 ед. или это 1 дес. и 5 ед. Цифру 5 пищу под единицами, a 1 дес. запоминаю, чтобы потом прибавить к десяткам. 

Складываю десятки: к 3 дес. прибавить 4 дес.,  получится   7 дес., да ещё 1 дес., который запоминали, получится 8 дес. Пищу цифру 8 под десятками. Читаю ответ: 85.
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Пишу: …

Складываю единицы: к 7ед. прибавить 3ед. получится 10 ед.или это 1дес.и 0 ед, цифру 0 пищу под единицами, а 1 дес. запоминаю, чтобы потом прибавить к десяткам. 

Складываю десятки: к 3 дес.+5дес. = 8дес., да 1дес., который запоминали, получится 9 дес. Пищу цифру 9 под десятками. Читаю ответ: 90.
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Пишу: …

Складываю единицы: к 7ед.+3ед. = 10 ед.или это 1дес.и 0 ед. Цифру 0 пищу под единицами, а 1 дес. запоминаю, чтобы потом прибавить к десяткам.

Складываю десятки: 8дес.+1дес. = 9 дес., да 1дес., который запоминали, получится 10 дес. или 1сотня и 0 десятков. Цифру 0 пишу под десятками, а 1 на месте сотен. Читаю ответ: 100.

Алгоритм сложения трёхзначных чисел
[image: image9.png]13
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Пишу число 342, под ним, не пропуская клеточки, пишу число 257, сотни под сотнями, десятки под десятками, единицы под единицами. Не пропуская клеточки, провожу горизонтальную черту, слева ставлю знак «плюс».

Складываю единицы: 2 ед. + 7ед., получится 9 ед., пишу 9 под чертой под единицами, не пропуская клеточки.

Складываю десятки:   4д. + 5д. = 9д, пишу 9 под чертой, под десятками, не пропуская клеточки.

Складываю сотни :   3 с. + 2 с. = 5с.,  пишу 5 под чертой, под сотнями, не пропуская клеточки.

Читаю ответ: 599.
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Пишу число 456, под ним не пропуская клеточки, пишу число 324, сотни под сотнями, десятки под десятками, единицы под единицами. Ставлю слева знак «плюс», провожу горизонтальную черту.

Складываю единицы : 6 ед. + 4 ед. = 10ед.,   это 1д. 0 ед., 0 пишу под единицами, 1д. запоминаю, чтобы потом прибавить  к десяткам.

Складываю десятки: 5д. + 2 д. = 7д., да 1д. запоминали, получится 8 д., пишу 8 под десятками.

Складываю сотни: 4с. + 3 с. = 7 с, пишу 7 под сотнями. Читаю ответ: 780.
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Складываю единицы: 4 ед. + 7ед. = 11ед. это 1д. и 1ед., 1 пишу под единицами, 1д. запоминаю и прибавляю потом к десяткам.

Складываю десятки: 5д. + 9 д.  = 14 д., да 1 д. запоминали, получилось 15д., это 1с. и 5д., 5 пишу под десятками, а 1с. запоминаю и прибавляю потом к сотням.

Складываю сотни: 4с. + 3 с. = 7с, да 1 c. запоминали, получилось 8 с. Пишу 8 под чертой, под сотнями. Читаю ответ: 851.

5. 7. Алгоритм вычитания

Вычитание однозначного числа b из однозначного или двузначного числа а, не превышающего 18, сводится к поиску такого числа с, что b+c=a, и происходит с учетом таблицы сложения однозначных чисел.

Если же числа а и b многозначные и b<a, то смысл действия вычитания остается тем же, что и для вычитания в пределах 20, но техника нахождения разности становится иной: разность многозначных чисел чаще всего находят, производя вычисления столбиком, по определенному алгоритму. Выясним, каким образом возникает этот алгоритм, какие теоретические факты лежат в его основе.

Рассмотрим разность чисел 485 и 231. Воспользуемся правилом записи чисел в десятичной системе счисления и представим данную разность в таком виде: 485-231= (4*102+8*10+5) - (2*102+3*10+1). Чтобы вычесть из числа 4*102+8*10+5 сумму 2*102+3*10+1, достаточно вычесть из него каждое слагаемое этой суммы одно за другим, и тогда:
(4*102+8*10+5)-(2*102+3*10+1) 

= (4*102+8*10+5) -2*102 – 3*10 - 1.

Чтобы вычесть число из суммы, достаточно вычесть его из какого-либо одного слагаемого (большего или равного этому числу). Поэтому число 2*102вычтем из слагаемого 4*102 , число 3*10 – из слагаемого 8*10, а число 1 – из слагаемого 5, тогда:

(4*102+8*10+5)-2*102-3*10-1
=(4*102-2*102)+(8*10-3*10)+(5-1).

Воспользуемся дистрибутивностью умножения относительно вычитания и вынесем за скобки 102 и 10. Тогда выражение будет иметь вид: 
(4-2)*102 +(8-3)*10+(5-1). Видим, что вычитание трехзначного числа 231 из трехзначного числа 485 свелось к вычитанию однозначных чисел, изображенных цифрами соответствующих разрядов в записи заданных трехзначных чисел. Разности 4-2, 8-3 и 5-1 находим по таблице сложения и получаем выражение: 2*102+5*10+4, которое является записью числа 254 в десятичной системе счисления. Таким образом, 485-231=254. Выражение (4-2)*102+(8-3)*10+(5-1) задает правило вычитания, которое обычно выполняется столбиком:

_ 485
   231
   254

Видим, что вычитание многозначного числа из многозначного основывается на: 
- способе записи числа в десятичной системе счисления;
- правилах вычитания числа из суммы и суммы из числа;
- свойстве дистрибутивности умножения относительно вычитания;
- таблице сложения однозначных чисел.

Нетрудно убедиться в том, что если в каком-нибудь разряде уменьшаемого стоит однозначное число, меньше числа в том же разряде вычитаемого, то в основе вычитания лежат те же теоретические факты и таблица сложения однозначных чисел. Найдем, например, разность чисел 760-326. Воспользуемся правилом записи чисел в десятичной системе счисления и представим эту разность в таком виде:

760-326= (7*102+6*10+0)-(3*102+2*10+6).

Поскольку из числа 0 нельзя вычесть 6, то выполнить вычитание аналогичное тому, как было сделано в первом случае, невозможно. Поэтому возьмем из числа 760 один десяток и представим его в виде 10 единиц - десятичная система счисления позволяет это сделать – тогда будем иметь выражение: (7*102+5*10+10)-(3*102+2*10+6). Если теперь воспользоваться правилами вычитания суммы из числа и числа из суммы, а также дистрибутивностью умножения относительно вычитания, то получим выражение (7-3)*102+(5-2)*10+(10-6) или 4*102+3*10+4. Последняя сумма есть запись числа 434 в десятичной системе счисления. Значит,760-326=434.

 
Описанный процесс позволяет сформулировать в общем виде алгоритм вычитания чисел в десятичной системе счисления.

1. Записываем вычитаемое под уменьшаемым так, чтобы соответствующие разряды находились друг под другом.

2. Если цифра в разряде единиц вычитаемого не превосходит соответствующей цифры уменьшаемого, вычитаем ее из цифры уменьшаемого, записываем разность в разряд единиц искомого числа, после чего переходим к следующему разряду.

3. Если же цифра вычитаемого больше единиц уменьшаемого, т.е. b0>a0 , а цифра десятков уменьшаемого отлична от нуля, то уменьшаем цифру десятков уменьшаемого на 1, одновременно увеличив цифру единиц уменьшаемого на 10, после чего вычитаем из числа 10+а0 число b0 и записываем разность в разряде единиц искомого числа, далее переходим к следующему разряду.

4. Если цифра единиц вычитаемого больше цифры единиц уменьшаемого, стоящие в разряде десятков, сотен и т.д. уменьшаемого, равны нулю, то берем первую отличную от нуля цифру в уменьшаемом (после разряда единиц), уменьшаем ее на 1. Все цифры в младших разрядах до разряда десятков включительно увеличиваем на 9, а цифру в разряде единиц на 10: вычитаем b0 из 10+ a0 , записываем разность в разряде единиц искомого числа и переходим к следующему разряду.

5. В следующем разряде повторяем описанный процесс.

Вычитание заканчивается, когда производится вычитание из старшего разряда уменьшаемого.
6. 8. Письменное вычитание чисел в пределах 100
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Пишу:...

Вычитаю единицы: от 7 ед. отнять 6 ед., получится 1 ед. Пишу цифру 1 под единицами.

Вычитаю десятки: от 5 дес. отнять 2 дес., получится 3 дес., пишу цифру 3 под десятками. Читаю ответ: 31.
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Пишу: ...

Вычитаю единицы: от 0 ед. нельзя отнять 4 ед., поэтому беру у десятков 1 десяток. Чтобы не забыть над десятками ставлю точку. 1 десяток - это 10 единиц. Из 10 ед. вычесть 4 ед.,  получится 6 ед.

Вычитаю десятки: было 5 десятков, 1 десяток заняли, осталось 4 дес. От 4 дес. отнять 2 дес., получится  2 дес. Пишу цифру 2 под десятками. Читаю ответ: 26.
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Пишу: …

 Вычитаю единицы: от 2 ед. нельзя отнять 4 ед., поэтому беру у десятков 1 десяток, чтобы не забыть ставлю над десятками точку. 1 десяток - это 10 единиц, да еще 2 единицы, получится 12 единиц. От 12 ед. отнять 4 ед., получится 8 ед., пишу цифру 8 под единицами.

Вычитаю десятки: было 5 дес., 1 десяток заняли, осталось  4 дес. От 4 дес. отнять 2 дес. получится 2 дес. Пишу цифру 2 под десятками.  Читаю ответ: 28.

[image: image15.png]


Алгоритм вычитания трёхзначных чисел
Пишу число 403, под ним, не пропуская клеточки, пишу число 191, сотни под сотнями, десятки под десятками, единицы под единицами. Провожу горизонтальную черту, не пропуская клеточки. Слева ставлю знак «минус». 

Вычитаю единицы:  3 ед. – 1 ед.  = 2 ед. пишу 2 под чертой, под единицами.

Вычитаю десятки : из 0 д. нельзя вычесть 9 д., занимаю 1 д. у сотни, чтобы не забыть, над сотнями ставлю точку.  1 с. - это 10 д., 10 д. – 9 д., получится 1 д. Пишу 1 под чертой под десят​ками.

Вычитаю сотни: было 4с., 1 c. заняли, осталось 3 с., 3 с. – 1 с. = 2 c., пишу 2 под чертой, под сотнями. Читаю ответ: 212.
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Вычитаю единицы : от 1ед. нельзя отнять 5 ед., занимаю 1д. у десятков, чтобы не забыть над десятками ставлю точку. 1д. - это 10 ед., да еще 1 ед., получаем 11 ед., 11 ед. - 5ед. = 6 ед. Пишу 6 под чертой, под единицами.

Вычитаю десятки: было 2 д., 1 д. заняли, осталось 1 д. Из 1 д. нельзя вычесть 4 д., занимаю 1 с. у сотен, чтобы не забыть, ставлю над сотнями точку, 1 с. – это 10 д., да еще 1 д., всего 11 д. 11 д. – 4 д. = 7 д., пишу 7 под чертой, под десятками.

Вычитаю сотни:   было 3 c., 1 с. заняли, осталось 2 с.,  2с. – 1 с. = 1 с. Пишу 1 под чертой, под сотнями. Читаю ответ: 176.
6.9. Закрепление нового материала

1). Рассказать алгоритмы письменного вычитания: 

56-23   856 – 423   567 – 34    608-205   480-136   506-283   708-130   630-28   362-139   463-181   548-93    870-490   157-89    462-187    

2). Проиллюстрируйте теоретические основы алгоритма вычитания, вычислив разности

56-23   856 – 423   856 – 423    

6.10. Умножение в десятичной системе счисления. Алгоритм умножения

Умножение однозначных чисел можно выполнить, основываясь на определении этого действия. Но чтобы всякий раз не обращаться к определению, все произведения однозначных чисел записывают в особую таблицу, называемую таблицей умножения однозначных чи​сел, и запоминают.
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Сначала рассмотрим умножение многозначного числа на однозначное. Умножим, например, 537 на 4. Согласно правилу записи чи​сел в десятичной системе счисления, 537 можно представить в виде 5×102 + 3×10 + 7 и тогда 537×4 = (5×102+3×10+7)×4. На основании дистрибутивности умножения относительно сложения раскроем скобки: (5×102)×4+(3×10)×4+7×4. Далее воспользуемся коммутативностью и ассоциативностью умножения: (5×4)×102+(3×4)×10+7×4.  Произведения в скобках могут быть найде​ны по таблице умножения однозначных чисел: 20×102+12×10+28. Коэф​фициенты перед степенями 10 должны быть меньше 10. Для этого представим число 20 в виде 2×10, число 12 в виде 1×10 + 2, а число 28 в виде 2×10 + 8. Затем в выражении 2×10×102+(1×10+2)×10+(2×10+8) раскроем скобки: 2×103+1×102+2×10+2×10+8. На основании ассоциативности сложения и дистрибутивности умножения относительно сложения сгруппируем сла​гаемые 2×10 и 2×10 и вынесем 10 за скобки: 2×103+1×102+(2+2)×10+8. Сумма 2+2 есть сумма однозначных чисел и может быть найдена по таблице сложения: 2×103+1×102+4×10+8. Полученное выражение есть десятичная запись числа 2148, т.е. 537×4 = 2148.

Решение таких примеров удобнее записывать столбиком:

Таким образом, умножение многозначного числа на однозначное основывается на:

-  записи чисел в десятичной системе счисления;

-  свойствах сложения и умножения;

-таблицах сложения и умножения однозначных чисел.

Общий виде алгоритм умножения многозначного числа [image: image4.png]


 на однозначное число y.
1. Записываем второе число под первым.

2. Умножаем цифры разряда единиц числа х на число у. Если про​изведение меньше 10, его записываем в разряд единиц ответа и пере​ходим к следующему разряду (десятков).

3. Если произведение цифр единиц числа х на число у больше или равно 10, то представляем его в виде 10q1 + с0, где с0 -однозначное число; записываем с0 в разряд единиц ответа и запоминаем q1 - пере​нос в следующий разряд.

4. Умножаем цифры разряда десятков на число у, прибавляем к по​лученному произведению число q1 и повторяем процесс, описанный в пп. 2 и 3.

5. Процесс умножения заканчивается, когда окажется умноженной цифра старшего разряда.

Алгоритм письменного умножения многозначных чисел подразделяется на следующие этапы:
1. Умножение многозначного числа на однозначное
2. Умножение многозначного числа на степень числа 10
3. Сложение многозначных чисел
         Отсюда сначала рассмотрим алгоритм письменного умножения многозначного числа на однозначное. В основе этого алгоритма лежат следующие положения:
- представление числа в десятичной системе счисления
- свойство действий умножения и деления
- табличное умножение однозначных чисел


Случаи умножения:

1. Умножаем трехзначное число на однозначное, получаем трехзначное число

2. Умножаем трехзначное число на однозначное, получаем четырехзначное число

3. В первом множители нули на конце или в середине, умножаем ег на двузначное число

4. Умножение на круглое число 

5. Умножение на двузначное число 

6. Умножение на трехзначное число 

Как известно, умножение числа х на число вида 10k сводится к приписыванию к десятичной записи данного числа k нулей. 

Покажем это на конкретном примере. Например, 347×103 = (3×102 + 4×10 + 7) × 103 = 3×105 + 4×104 + 7×103 = 3×105 + 4×104 + 7×103 + 0×102 + 0×10 + 0 = 347000.

Заметим еще, что умножение на число у× 10k, где у – однозначное число, сводится к умножению на однозначное число у и на число 10 k. Например, 52×300 = 52×(3×102) = (52×3)×102 = 156×102 = 15600.


Рассмотрим теперь алгоритм умножения многозначного числа на многозначное. Проиллюстрируем алгоритм умножения многозначного числа 437 на многозначное число 254.

Представим число 254 в виде суммы 2·102+5·10+4 и запишем произведение 437·(2·102+5·10+4). Оно, согласно дистрибутивности умножения относительно сложения, равно 437·(2·102)+437·(5·10)+437·4. Отсюда, применив ассоциативное свойство умножения, получим (437·2)·102+(437·5)·10+437·4. Видим, что умножение многозначного числа 437 на многозначное число 254 свелось к умножению многозначного числа 437 на однозначные числа 2, 5 и 4, а также на степени 10. Таким образом, получаем: 87400+21850+1748. Пользуясь алгоритмом сложения многозначных чисел, имеем:
	  87400

+21850

    1748

	110998





Значит, 437·254=110998.

Сформулируем в общем виде алгоритм умножения числа [image: image5.png]


 на число [image: image6.png]


.

1. Записываем множитель x и под ним второй множитель у.
2. Умножаем число x на младший разряд b0 числа у и записываем произведение х·b0 под числом у.
3. Умножаем число х на следующий разряд b1, числа у и записыва​ем произведение х·b1, но со сдвигом на один разряд влево, что соот​ветствует умножению х·b1 на 10.

4. Продолжаем вычисление произведений до вычисления х·bk.

5. Полученные k + 1 произведения складываем.


Изучение алгоритма умножения многозначных чисел в начальном курсе математики, как правило, проходит в соответствии с выделенными этапами.

         Естественно, что смысл умножения сохраняется и для многозначных чисел, но меняется техника вычислений. Произведение многозначных чисел, как правило, находят, выполняя умножение столбиком, по определенному алгоритму. Выясним, каким образом возникает этот алгоритм, какие теоретические факты лежат в его основе.

Умножим, например, столбиком 428 на 263. 

        428
          х263
      1284

  +2568

    856

 112564

Видим, что для получения ответа нам пришлось  умножить 428 на 3,6, и 2, т.е. умножить многозначное  число на однозначное; но, умножив на 6, результат записали по-особому, поместив единицы числа   2568 под десятками числа 1284, так как умножали на 60 и получили число 25680, но нуль в конце записи опустили. Слагаемое 856 – это результат умножения на 2 сотни, т.е. число 85600. Кроме того, нам пришлось найти сумму многозначных чисел.

Итак, чтобы выполнять умножение многозначного числа на многозначное, необходимо уметь:
- умножать многозначное число на однозначное и на степень десяти;
- складывать многозначные числа.

Изучение алгоритма умножения многозначных чисел в начальном курсе математики, как правило, проходит в соответствии с выделенными этапами. Различия имеются только в записи. Например, при обосновании случая умножения многозначного числа на однозначное пишут: 428*3=(400+20+8)* 3=400*3+20*3+8*3=1200+60+24=1284. Основой выполненных преобразований являются:

- представление первого множителя в виде суммы разрядных слагаемых (т.е. запись числа в десятичной системе счисления);
- правило умножения суммы на число (или дистрибутивность умножения относительно сложения);
- умножение «круглых» (т.е. оканчивающихся нулями) чисел на однозначное число, что сводится к умножению однозначных чисел.


Пример 1.  Умножение многозначного числа на однозначное. 

     Умножим, например, 428 на 3. Согласно правилу записи чисел в десятичной системе счисления 428 можно представить в виде 4*102+2*10+8 и тогда 428*3=(4*102+2*10+8)*3. На основании дистрибутивности умножения относительно сложения раскроем скобки: (4*102)*3+(2*10)*3+8*3. Произведения в скобках могут быть найдены по таблице умножения однозначных чисел: 12*102+6*10+24. Видим, что умножение многозначного числа на однозначное свелось к умножению однозначных чисел. Но чтобы получить окончательный результат, надо преобразовать выражение 12*102 +6*10+24 – коэффициенты перед степенями 10 должны быть меньше 10. Для этого представим число 12 в виде 1*10+2, а число 24 в виде 2*10+4. Затем в выражении (1*10+2)*102+6*10+(2*10+4) раскроем скобки: 1*103+2*102+6*10 +2*10+4. На основании ассоциативности сложения и дистрибутивности умножения относительно сложения сгруппируем слагаемые 6*10 и 2*10 и вынесем 10 за скобки: 1*103+2*102+(6+2)*10+4. Сумма 6+2 есть сумма однозначных чисел и может быть найдена по таблице сложения: 1*103+2*102 +8*10+4. Полученное выражение есть десятичная запись числа 1284, т.е. 428*3=1284.

Пример 2. Умножение многозначного числа на многозначное
       Рассмотрим алгоритм умножения многозначного числа на многозначное. Обратимся сначала к примеру, с которого начинали, т.е. к произведению 428*263. Представим число 263 в виде суммы 2*102+6*10+3 и запишем произведение 428*(2*102+6*10+3). Оно, согласно дистрибутивности умножения относительно сложения, равно 428*(2*102)+428*(6*10)+428*3. Отсюда, применив ассоциативное свойство умножения, получим: (428*2)*102+(428*6)*10+428*3. Видим, что умножение многозначного числа 428 на многозначное число 263 свелось к умножению многозначного числа 428 на однозначные числа 2,6 и 3, а также на степени 10.
Алгоритм деления
      Когда речь идет о технике деления чисел, то этот процесс рассматривают как действие деления с остатком: разделить целое неотрицательное число а на натуральное число b – это значит найти такие целые неотрицательные числа q и r, что a=bq+r, причем 0<r<b.
     Выясним сначала, как осуществляется деление на однозначное число. Если на однозначное число делят однозначное или двузначное (не превышающее 89), то используется таблица умножения однозначных чисел. Например, частным чисел 54 и 9 будет число 6, так как 9*6=54. Если же надо разделить 51 и 9, то находят ближайшее к нему меньшее число, которое делится на 9 – это число 45, и, следовательно, неполным частным при делении 51 на 9 будет число 5. Чтобы найти остаток, надо из 51 вычесть 45.  51-45=6. Таким образом,  51=9*5+6, т.е. при делении 51 на 9 получается неполное частное 5 и остаток, равный 6. Записать это можно иначе, при помощи деления уголком:
    _51|_9

45.   5

6

     Будем теперь делить трехзначное число на однозначное, например, 378 на 4. Разделить 378 на 4 – это значит найти такое неполное частное q и остаток r, что 378= 4q+r, причем остаток r должен удовлетворять условию 0<r<b, то есть – условию 4q<378<4(q+1).
     Определим, сколько цифр будет содержаться в записи числа q. Однозначным число q быть не может, так как тогда произведение 4q может быть максимально равно 36 и, значит, не будут выполняться условия, сформулированные выше для r и q. Если число q двузначное, т.е. если 10<q<4q<378
     Чтобы найти цифру десятков частного, умножим последовательно делитель 4 на 20,30,40 и т.д. Поскольку 4*90=360, а 4*100=400, и 360<378<400, то неполное частное заключено между числами 90 и 100, т.е. q=90+q0. Но тогда должны выполняться неравенства: 4*(90+q0)<378<4* (90 +q0+1), откуда 360+4q0<378<360+4*(q0+1) и 4q0<18<4(q0+1). Число q0 (цифра единиц частного), удовлетворяющее последнему неравенству, можно найти подбором, воспользовавшись таблицей умножения. Получаем, что q0=4 и, следовательно, неполное частное q-90+4=94. Остаток находится вычитанием: 378-4*94=2.
     Итак, при делении числа 378 на 4 получается неполное частное 94 и остаток 2:  378=4*94+2.
     Описанный процесс является основой деления уголком:
  378| _4
-36      94
    18
  -16
      2
      Аналогично выполняется деление многозначного числа на многозначное. Разделим, например, 4316 на 52. Выполнить это деление – значит найти такие целые неотрицательные числа q и r, что 4316=52q+r, 0<r<52, а неполное частное должно удовлетворять неравенству 52q<4316<52(q+1).
      Определим число цифр в частном q. Очевидно, частное заключено между числами 10 и 100 (т.е. q – двузначное число), так как 520<4316<5200. Чтобы найти цифру десятков частного, умножим последовательно делитель 52 на 20,30,40,50 и т.д. Поскольку 52*80=4160, а 52*90=4680 и 4160<4316<4680, то неполное частное заключено между числами 80 и 90, т. е. q=80+q0. Но тогда должны выполняться неравенства:
52*(80+q0)<4316<52*(80+q0+1),
4160+52q0<4316<4160+52*(q0+1),
52q0<156<52*(q0+1).
Число q0 (цифру единиц частного), удовлетворяющее последнему неравенству, можно найти подбором: 156=52*3, т.е. имеем случай, когда остаток равен 0. Следовательно, при делении 4316 на 52 получается частное 83.
Приведенные рассуждения лежат в основе деления уголком:
  4316   |_52
-416        83
   156
  -156
       0
     Обобщением различных случаев деления целого неотрицательного числа а на натуральное число b является следующий алгоритм деления уголком.

1. Если a=b, то частное q=1, остаток r=0.

2. Если a>b и число разрядов в числах a и b одинаково, то частное q находим перебором, последовательно умножая b на 1,2,3,4,5,6,7,8,9, так как a<10b.Этот перебор можно ускорить, выполнив деление с остатком цифр старших разрядов чисел a и b.

3. Если a>b и число разрядов в числе а больше, чем в числе b, то записываем делимое а и справа от него делитель b, который отделяем от а уголком и ведем поиск частного и остатка в такой последовательности:

а) выделяем в числе а столько старших разрядов, сколько разрядов в числе b или, если необходимо, на один разряд больше, но так, чтобы они образовывали число d1, больше или равное b. Перебором находим частное q1 чисел d1 и b, последовательно умножая b на 1,2,3,4,5,6,7,8,9. Записываем q1 под уголком (ниже b).
б) умножаем b на q1 и записываем произведение под числом а так, чтобы младший разряд числа bq1 был написан под младшим разрядом выделенного числаd1.
в) проводим черту под bq, и находим разность r1=d1-bd1.
г) записываем разность r1 под числом bq1 , приписываем справа к r1 старший разряд из неиспользованных разрядов делимого а и сравниваем полученное число d2 с числом b.
д) если полученное число d2 больше или равно b , то относительно него поступаем согласно п.1 или п.2. Частное q2 записываем после q1.
е) если полученное число d2 меньше b , то приписываем еще столько следующих разрядов, сколько необходимо, чтобы получить первое число d3, большее или равное b . В этом случае записываем после q1 такое же число нулей. Затем относительно d3 поступаем согласно пп. 1,2. Частное q2 записываем после нулей. Если при использовании младшего разряда числа a окажется, что d3<b< i="">, то тогда частное чисел d3 и b равно нулю, и этот нуль записывается последним разрядом к частному, а остаток r=d3 .
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