ФЕДЕРАЛЬНОЕ АГЕНТСТВО ПО ОБРАЗОВАНИЮ
ГОСУДАРСТВЕННОЕ ОБРАЗОВАТЕЛЬНОЕ УЧРЕЖДЕНИЕ ВЫСШЕГО ПРОФЕССИОНАЛЬНОГО ОБРАЗОВАНИЯ
«БИРСКАЯ ГОСУДАРСТВЕННАЯ СОЦИАЛЬНО-ПЕДАГОГИЧЕСКАЯ АКАДЕМИЯ»

Факультет физики и математики

Кафедра алгебры, геометрии и методики преподавания математики

Баязова Кристина Викторовна
студентка 6 курса заочного отделения

Выпускная квалификационная работа

«Иррациональные числа 

в школьном курсе

математики»

	К защите допущен:

Зав. кафедрой к. ф.-м. н., доцент

_______________(Беляев П. Л.)

«____» ___________________20_ _ г.
	Научный руководитель

к. п. н., доцент

____________(Габдулисламова Л. М.)

«____» ___________________20_ _ г.


Бирск2011
Содержание

	Введение ………………………………………………………………………….
	

	Глава 1. Иррациональные числа  ………………..…………………
	

	1.1. Краткий обзор развития понятия иррационального числа …………..
	

	1.2. Действительные числа как десятичные дроби  ………………………
	

	1.3. Действительные числа как цепные дроби  ……………………………
	

	Глава 2. Методика изучения иррациональных чисел в школе …
	

	          2.1.Методика расширения числовых множеств в курсе  алгебры средней школы ………………………………………………………………………………
	

	          2.2. Методика введения понятия «иррациональное число»  …………….
	

	2.3. Анализ школьных учебников по алгебре  ……………………………
	

	2.4. Система упражнений в разрезе классов ……………………………….
	

	Глава 3. Педагогический эксперимент и его результаты ……….
	

	3.1. Описание эксперимента ……………………...…………………………
	

	3.2. Ход эксперимента и его результаты ………….…………………….….
	

	3.3. Фрагменты конспектов уроков …………………….….……………......
	

	Заключение …………………………………………………………..…….
	

	Литература …………………………………………………………………
	


Введение 
Глава I. Иррациональные числа
1.1. Краткий обзор развития понятия иррационального числа

На первых этапах существования человеческого общества числа, открытые в процессе практической деятельности, служили для примитивного счета предметов, дней, шагов и т. п. В первобытном обществе человек нуждался лишь в нескольких первых числах. Но с развитием цивилизации ему потребовалось изобретать  все большие и большие числа. Этот процесс продолжался на протяжении многих столетий и потребовал напряженного интеллектуального труда.

Математики Древней Греции, занявшись проблемами больших чисел, совершили скачок от конечного к бесконечному. Смелая идея бесконечности, которая шла вразрез с философскими воззрениями о конечности Вселенной, открыла в математике широкие возможности, хотя и вызвала значительные противоречия, некоторые из них не раскрыты и по сей день.

В IV в. до н. э. греческие математики из школы Пифагора открыли несоизмеримые отрезки, длины которых они не могли выразить ни целым, ни дробным числом. Одним из таких отрезков была диагональ квадрата со сторонами, равными единице. Теперь длину такого отрезка мы выражаем через 
[image: image1.wmf]2

. Ученые того времени относили к числам только рациональные и не признавали иррациональные числа. Они нашли выход в том, что под числами стали понимать длины отрезков прямых.

Геометрическое выражение чисел на первых этапах сыграло положительную роль в дальнейшем продвижении математики, но затем вызвало ряд затруднений и стало тормозом в прогрессе арифметики и алгебры. 

Как видно, понятие числа прошло длинный путь развития: сначала целые числа, затем дробные, рациональные (положительные и отрицательные) и, наконец, действительные. (Любое число, которое можно выразить в виде конечной или бесконечной десятичной дроби, представляет собой элемент множества действительных чисел.).

О существовании иррациональных чисел, точнее отрезков, несоизмеримых с отрезком единичной длины, знали уже древние математики: им была известна, например, несоизмеримость диагонали и стороны квадрата, что равносильно иррациональности числа 
[image: image2.wmf]2

.

Множество иррациональных чисел обычно обозначается заглавной латинской буквой «и» в полужирном начертании без заливки  – I. Таким образом:  
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, т.е. множество иррациональных чисел есть разность множеств  вещественных и рациональных чисел.

Концепция иррациональных чисел была неявным образом воспринята индийскими математиками в VII веке до нашей эры, когда Манава (ок. 750 г. до н. э. — ок. 690 г. до н. э.) выяснил, что квадратные корни некоторых натуральных чисел, таких как 2 и 61, не могут быть явно выражены.

Первое доказательство существования иррациональных чисел обычно приписывается  Гиппасу  из Метапонта (ок. 500 гг. до н. э.), пифагорейцу, который нашёл это доказательство, изучая длины сторон пентаграммы. Во времена пифагорейцев считалось, что существует единая единица длины, достаточно малая и неделимая, которая целое число раз входит в любой отрезок. Однако Гиппас обосновал, что не существует единой единицы длины, поскольку предположение о её существовании приводит к противоречию. Он показал, что если гипотенуза равнобедренного прямоугольного треугольника содержит целое число единичных отрезков, то это число должно быть одновременно и четным, и нечетным. Доказательство выглядело следующим образом:

· Отношение длины гипотенузы к длине катета равнобедренного прямоугольного треугольника может быть выражено как a:b, где a и b выбраны наименьшими из возможных.

· По теореме Пифагора: a² = 2b².

· Так как a² четное, a должно быть четным (так как квадрат нечетного числа был бы нечетным).

· Поскольку a:b несократима, b обязано быть нечетным.

· Так как a четное, обозначим a = 2y.

· Тогда a² = 4y² = 2b².

· b² = 2y², следовательно b² четное, тогда и b четно.

· Однако было доказано, что b нечетное. Противоречие.

Греческие математики назвали это отношение несоизмеримых величин алогос (невыразимым), однако согласно легендам не воздали Гиппасу должного уважения. Существует легенда, что Гиппас совершил открытие, находясь в морском походе, и был выброшен за борт другими пифагорейцами «за создание элемента вселенной, который отрицает доктрину, что все сущности во вселенной могут быть сведены к целым числам и их отношениям». Открытие Гиппаса поставило перед пифагорейской математикой серьёзную проблему, разрушив лежавшее в основе всей теории предположение, что числа и геометрические объекты едины и неразделимы.

Феодор Киренский доказал иррациональность корней натуральных чисел до 17 (исключая, естественно, точные квадраты — 1, 4, 9 и 16), но остановился на этом, так как имевшаяся в его инструментарии алгебра не позволяла доказать иррациональность квадратного корня из 17. По поводу того, каким могло быть это доказательство, историками математики было высказано несколько различных предположений. Согласно наиболее правдоподобному предположению Жана Итара (1961), оно было основано на пифагорейской теории чётных и нечётных чисел, в том числе — на теореме о том, что нечётное квадратное число за вычетом единицы делится на восемь треугольных чисел.

Позже Евдокс Книдский (410 или 408 г. до н. э. — 355 или 347 г. до н. э.) развил теорию пропорций, которая принимала во внимание как рациональные, так и иррациональные отношения. Это послужило основанием для понимания фундаментальной сути иррациональных чисел. Величина стала считаться не числом, но обозначением сущностей, таких как отрезки прямых, углы, площади, объёмы, промежутки времени — сущностей, которые могут меняться непрерывно (в современном понимании этого слова). Величины были противопоставлены числам, которые могут меняться лишь «прыжками» от одного числа к соседнему, например, с 4 на 5. Числа составляются из наименьшей неделимой величины, в то время как величины можно уменьшать бесконечно.

Поскольку никакое количественное значение не сопоставлялось величине, Евдокс смог охватить и соизмеримые, и несоизмеримые величины при определении дроби как отношения двух величин, и пропорции как равенства двух дробей. Убрав из уравнений количественные значения (числа), он избежал ловушки, состоящей в необходимости назвать иррациональную величину числом. Теория Евдокса позволила греческим математикам совершить невероятный прогресс в геометрии, предоставив им необходимое логическое обоснование для работы с несоизмеримыми величинами. «Книга 10 Элементов» Евклида посвящена классификации иррациональных величин.

Средние века ознаменовались принятием таких понятий как ноль, отрицательные числа, целые и дробные числа, сперва индийскими, затем китайскими математиками. Позже присоединились арабские математики, которые первыми стали считать отрицательные числа алгебраическими объектами (наряду и на равных правах с положительными числами), что позволило развить дисциплину, ныне называемую алгеброй.

Арабские математики соединили древнегреческие понятия «числа» и «величины» в единую, более общую идею вещественных чисел. Они критически относились к представлениям Евклида об отношениях, в противовес ей они развили теорию отношений произвольных величин и расширили понятие числа до отношений непрерывных величин. В своих комментариях на Книгу 10 Элементов Евклида, персидский математик Аль Махани (ок 800 гг. н. э.) исследовал и классифицировал квадратичные иррациональные числа (числа вида) и более общие кубические иррациональные числа. Он дал определение рациональным и иррациональным величинам, которые он и называл иррациональными числами. Он легко оперировал этими объектами, но рассуждал как об обособленных объектах, например: Рациональной [величиной] является, например, 10, 12, 3%, 6% и так далее, поскольку эти величины произнесены и выражены количественно. Что не рационально, то иррационально, и невозможно произнести или представить соответствующую величину количественно. Например, квадратные корни чисел таких так 10, 15, 20 — не являющихся квадратами.

В противовес концепции Евклида, что величины суть в первую очередь отрезки прямых, Аль Махани считал целые числа и дроби рациональными величинами, а квадратные и кубические корни — иррациональными. Он также ввел арифметический подход к множеству иррациональных чисел, поскольку именно он показал иррациональность следующих величин: результат сложения иррациональной величины и рациональной, результат вычитания рациональной величины из иррациональной, результат вычитания иррациональной величины из рациональной.

Египетский математик Абу Камил (ок. 850 г. н. э. – ок. 930 г. н. э.) был первым, кто счел приемлемым признать иррациональные числа решением квадратных уравнений или коэффициентами в уравнениях — в основном, в виде квадратных или кубических корней, а также корней четвёртой степени. В X веке иракский математик Аль Хашими вывел общие доказательства (а не наглядные геометрические демонстрации) иррациональности произведения, частного и результатов иных математических преобразований над иррациональными и рациональными числами. Ал Хазин (900 г. н. э. – 971 г. н. э.) приводит следующее определение рациональной и иррациональной величины: Пусть единична величина содержится в данной величине один или несколько раз, тогда эта [данная] величина соответствует целому числу… Каждая величина, которая составляет половину, или треть, или четверть единичной величины, или, сравненная с единичной величиной составляет три пятых от нее, это рациональная величина. И в целом, всякая величина, которая относится к единичной как одно число к другому, является рациональной. Если же величина не может быть представлена как несколько или часть (l/n), или несколько частей (m/n) единичной длины, она иррациональная, то есть невыразимая иначе как с помощью корней.

Многие из этих идей были позже переняты европейскими математиками после перевода на латынь арабских текстов в XII веке. Аль Хассар, арабский математик из Магриба, специализировавшийся на исламских законах о наследстве, в XII веке ввел современную символьную математическую нотацию для дробей, разделив числитель и знаменатель горизонтальной чертой. Та же нотация появилась затем в работах Фибоначчи в XIII веке. В течение XIV—XVI вв. Мадхава из Сангамаграмы и представители Керальской школы астрономии и математики исследовали бесконечные ряды, сходящиеся к некоторым иррациональным числам, например, к π, а также показали иррациональность некоторых тригонометрических функций. Джестадева привел эти результаты в книге Йуктибхаза.

В XVII веке в математике прочно укрепились комплексные числа, вклад в изучение которых внесли Абрахам де Муавр (1667—1754) и  Леонард Эйлер  (1707—1783). Когда теория комплексных чисел в XIX веке стала замкнутой и чёткой, стало возможным классифицировать иррациональные числа на алгебраические и трансцендентные (доказав при этом существование трансцендентных чисел), тем самым переосмыслив работы Евклида по классификации иррациональных чисел. По этой теме в 1872 были опубликованы работы Вейерштрасса, Гейне, Кантора и Дедекинда. Хотя ещё в 1869 году Мерэ начал рассмотрения, схожие с Гейне, именно 1872 год принято считать годом рождения теории. Вейерштрасс, Кантор и Гейне обосновывали свои теории при помощи бесконечных рядов, в то время как Дедекинд работал с (ныне так называемым) Дедекиндовым сечением множества вещественных чисел, разделяя все рациональные числа на два множества с определёнными характеристическими свойствами.

Иррациональные числа (термин введен М. Штифелем в 1544 г.) делятся на алгебраические нерациональные и трансцендентные. 

В 1761 году Ламберт показал, что π не может быть рационально, а также что en иррационально при любом ненулевом рациональном n. Хотя доказательство Ламберта можно назвать незавершённым, принято считать его достаточно строгим, особенно учитывая время его написания. Лежандр в 1794 году, после введения функции Бесселя-Клиффорда, показал, что π² иррационально, откуда иррациональность π следует тривиально (рациональное число в квадрате дало бы рациональное). Существование трансцендентных чисел было доказано Лиувиллем в 1844—1851 годах. Позже Георг Кантор (1873) показал их существование, используя другой метод, и обосновал, что любой интервал вещественного ряда содержит бесконечно много трансцендентных чисел. Шарль Эрмит доказал в 1873 году, что e трансцендентно, а Фердинанд Линдеман в 1882 году, основываясь на этом результате, показал трансцендентность π. Доказательство Линдеманна было затем упрощено Вейерштрассом в 1885 году, ещё более упрощено Давидом Гильбертом в 1893 году и, наконец, доведено до почти элементарного Адольфом Гурвицем и Паулем Горданом.

Строгая научная теория действительного числа  появилась во второй половине XIX в. 

Вейерштрасс представляет действительное число в виде бесконечной десятичной дроби; иррациональное число – как бесконечную непериодическую дробь, определяемую числовыми последовательностями – приближениями иррационального числа по недостатку и избытку. 

Дедекинд определяет действительное число через построение сечения на множестве. 

Сечением называют разбиение множества рациональных на два непустых класса 
[image: image4.wmf]В

 и 
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 так, что:

1) каждое рациональное число попадает в одно и только одно из множеств 
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 и 
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; 

2) каждое число, вошедшее во множество 
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, меньше каждого числа из множества 
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Множества  
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 называются соответственно нижним и верхним классами сечения. 

Теорема Дедекинда гласит: если произвести сечение во множестве действительных чисел, то найдется число 
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, производящее это сечение, причем 
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 будет наибольшим в нижнем классе либо наименьшим в верхнем классе. 

На множестве рациональных чисел существует три вида сечений. В одном случае в нижнем классе будет наибольшее число, в другом случае наименьшее число окажется в верхнем классе, а в третьем – в нижнем классе нет наибольшего числа, а верхнем классе нет наименьшего. Множество 
[image: image14.wmf]¤

 не обладает полнотой. Сечениям третьего рода сопоставляются иррациональные числа, являющиеся пограничными между нижними и верхними классами сечений.

 Коши определяет действительные числа через построение фундаментальных последовательностей рациональных чисел.

Свойства

· Всякое вещественное число может быть записано в виде бесконечной десятичной дроби, при этом иррациональные числа и только они записываются непериодическими бесконечными десятичными дробями.

· Иррациональные числа определяют Дедекиндовы сечения в множестве рациональных чисел, у которых в нижнем классе нет наибольшего, а в верхнем нет наименьшего числа.

· Каждое трансцендентное число является иррациональным.

· Каждое иррациональное число является либо алгебраическим, либо трансцендентным.

· Множество иррациональных чисел всюду плотно на числовой прямой: между любыми двумя числами имеется иррациональное число.

Множество иррациональных чисел несчётно, является множеством второй категории.
Иррациональными являются:

· 
[image: image15.wmf]n

 для любого натурального n, не являющегося точным квадратом,

· ep для любого рационального  р 
[image: image16.wmf]¹

 0, 
· ln h для любого положительного рационального h 
[image: image17.wmf]¹

1, 

· π, а также πn для любого натурального n.
Цепные дроби, тесно связанные с иррациональными числами (цепная дробь, представляющая данное число, бесконечна тогда и только тогда, когда число является иррациональным), были впервые исследованы Катальди в 1613 году, затем снова привлекли к себе внимание в работах Эйлера, а в начале XIX века — в работах Лагранжа. Дирихлетакже внёс значительный вклад в развитие теории цепных дробей.

Как же в теории появляются новые числа? Новые числа появляются как расширение некоторого множества чисел. При этом возможны два пути.

Во-первых, вводится новое множество В. Затем некоторое его подмножество отождествляется с множеством А (устанавливается изоморфизм). Эта возможность отражена в учебнике А. П. Киселева. При её реализации у школьников может создаться  впечатление,  что отрицательные и  положительные  числа — не связанные друг с другом числовые множества.   
Во-вторых, А дополняется новыми числами – 
[image: image18.wmf]A

, получаем расширенное множество: 
[image: image19.wmf]BAA
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. В учебнике Н. Я. Виленкина 
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 (положительные рациональные числа и 0) дополняется 
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Для расширения числовых множеств имеют важное значение следующие идеи:

Во-первых, в основе новых определений лежит принцип перманентности. Он предполагает невозможность сохранять все свойства. Принцип сводится к следующим требованиям:

· А – подмножество В;

· все старые числа являются и новыми, арифметические операции и отношения, имеющие смысл в А, определены и в В;

· правила действия над новыми числами и правила сравне​ния их между собой и со старыми числами определяются так, чтобы сохранялись основные законы арифметических действий;

· в множестве В выполнима операция, невыполнимая или не всегда выполнимая в А. В – минимальное расширение А, т.е. В является минимальным множеством, для которого выполнимы указанные требования.

Во-вторых, операторное истолкование числа. Действия над числами можно интерпретировать, при этом один из компонентов будет играть пассивную роль, а другой – активную. Сложение можно понимать как изменение на величину, описываемую вторым слагаемым, а умножение – как многократное сложение или нахождение части числа.

В-третьих, наличие синтаксического и семантического аспектов числа. Синтаксический аспект числа выражается в форме записи и учитывает возможную неоднозначность записи чисел, например: в десятичной и двоичной системах, в римской нумерации – для натуральных чисел.

Семантический аспект связан: с порядком - идеей бесконечности и принципом индукции; с количеством – проявлением равномощности множеств (сравнение выступает как включение множеств, сложение – как объединение); с измерениями – числовой мерой, величиной, характеристикой процесса измерения, важной для приложений.

Перед изучением линии числа ставятся конкретные цели:

· осмысление числа как основного объекта математики, истории развития числа;

· демонстрация идеи расширения числовых множеств, свойства числовых множеств;

· иллюстрация идеи алгебраических структур, 
[image: image22.wmf]¥

 – бесконечное упорядоченное, без начального и конечного элементов, всюду плотно, замкнуто относительно +, –, ∙, :, определен предел любой сходящейся последовательности действительных чисел (
[image: image23.wmf]¥

 непрерывно);

· знакомство с системами счисления, теорией делимости;

· воспитание вычислительной культуры (алгоритмы вычислений, рациональная техника, приближенные вычисления, использование средств вычислительной техники).

Алгебраи́ческое число́ над полем K — элемент алгебраического замыкания поля K, то есть корень многочлена с коэффициентами из K.

Если поле не указывается, то предполагается поле рациональных чисел
· Комплексное число, не являющееся алгебраическим, называется трансцендентным.

· Целыми алгебраическими числами называются корни многочленов с целыми коэффициентами и со старшим коэффициентом единица.

· Если α — алгебраическое число, то среди всех многочленов с рациональными коэффициентами, имеющих α своим корнем, существует единственный многочлен наименьшей степени со старшим коэффициентом, равным 1. Такой многочлен автоматически является неприводимым, он называется каноническим, или минимальным, многочленом алгебраического числа α. (Иногда каноническим называют многочлен, получающийся из минимального домножением на наименьший общий знаменатель его коэффициентов, то есть многочлен с целыми коэффициентами)

· Степень канонического многочлена  α  называется  степенью  алгебраического числа α.

· Другие корни канонического многочлена α  называются  сопряжёнными  к α.

· Высотой алгебраического числа α называется наибольшая из абсолютных величин коэффициентов в неприводимом и  примитивном многочлене с целыми коэффициентами, имеющем α своим корнем.

Примеры
· Рациональные числа, и только они, являются алгебраическими числами 1-й степени.

· Мнимая единица i и [image: image24.png]


 являются алгебраическими числами 2-й степени. Сопряжёнными к ним являются соответственно -i и [image: image25.png]


.

· При любом натуральном числе n число [image: image26.png]


 является алгебраическим степени n.

Свойства
· Множество алгебраических чисел счётно (Теорема Кантора).

· Множество алгебраических чисел плотно в комплексной плоскости.

· Сумма, разность, произведение и частное двух алгебраических чисел (кроме деления на нуль) суть алгебраические числа, то есть множество всех алгебраических чисел образует поле.

· Корень многочлена с алгебраическими коэффициентами есть алгебраическое число, то есть поле алгебраических чисел алгебраически замкнуто.

· Для всякого алгебраического числа α существует такое натуральное N, что Nα — целое алгебраическое число.

· Алгебраическое число α степени n имеет n различных сопряжённых чисел  (включая себя).

Впервые алгебраические поля стал рассматривать Гаусс. 
Седьмая проблема Гильберта формулируется следующим образом:

Пусть a – положительное алгебраическое число, не равное 1, b – иррациональное алгебраическое число. Доказать, что ab есть число трансцендентное.
В 1934 году советский математик А.О.Гельфонд и чуть позже немецкий математик Т.Шнайдер доказали справедливость этого утверждения, и таким образом, эта проблема была решена.

Одна теорема существования
Когда-то, на заре своего существования, журнал "Квант" предложил своим читателям следующую задачу:

Пусть a и b  – иррациональные числа. Может ли число ab быть рациональным?
Конечно, с использованием седьмой проблемы Гильберта эту задачу решить нетрудно. В самом деле, число 
[image: image27.wmf]2
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 – трансцендентное (поскольку 
[image: image28.wmf]2

 – алгебраическое иррациональное число). Но все рациональные числа являются алгебраическими, поэтому 
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 – иррациональное. С другой стороны, 
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Итак, мы просто предъявили такие числа: a=
[image: image31.wmf]2
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, b =
[image: image32.wmf]2

. Однако эта задача может быть решена и без каких-либо ссылок на результат Гельфонда. Среди читателей нашелся школьник, который не знал, что такое седьмая проблема Гильберта, но прислал поразительно красивое решение. Он рассуждал так: "Рассмотрим число
[image: image33.wmf]2

2

. Если это число рациональное, то задача решена, такие a и b найдены. Если же оно иррациональное, то возьмем a=
[image: image34.wmf]2
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, b=
[image: image35.wmf]2

, и ab=2".
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image37.wmf]2

= 2.»
Итак, этот школьник предъявил две пары чисел a и b, таких что одна из этих пар удовлетворяет поставленному условию, но ему неизвестно, какая именно. Но ведь предъявить такую пару и не требовалось! Таким образом, это элегантное решение в некотором смысле представляет собой теорему существования.

Немецкий математик Леопольд Кронекер (1823 – 1891) был сторонником «арифметизации» математики, которая, по его мнению, должна быть сведена к арифметике целых чисел. Следующее его выражение стало знаменитым: Бог создал натуральные числа, всё остальное  – создание человека. В 1884 году им была доказана так называемая теорема Кронекера о линейно независимости над полем Q некоторых рациональных числах. Теорему Кронекера можно вывести из теории двойственности для коммутативных топологических групп.

1.2.Действительные числа как десятичные дроби
Рассмотрим процесс измерения отрезков. Предположим, что нам нужно измерить отрезок ОА единичным отрезком ОЕ. Вначале находим целое число единичных отрезков ОЕ в измеряемом отрезке ОА. Если единичный отрезок ОЕ уложился в отрезке ОА целое число 
[image: image38.wmf]0
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 раз, то процесс измерения закончен и длина отрезка ОА равна целому числу 
[image: image39.wmf]0

a

. Если же этого не произошло, то мы единичный отрезок ОЕ делим на 10 равных частей и находим длину отрезка ОА с точностью до десятых: 
[image: image40.wmf]01
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. Если полученная десятичная дробь еще не является длиной отрезка ОА, то делим единичный отрезок на 100 равных частей и находим длину с точностью до сотых: 
[image: image41.wmf]012
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, и т. д. Таким образом, получаем, что действительное число, являющееся длиной отрезка ОА, изображается некоторой десятичной дробью и процесс измерения обнаруживает последовательно все новые и новые ее десятичные знаки. Это подсказывает нам идею «смоделировать» действительное число в виде десятичной дроби и при конструировании системы действительных чисел в качестве основного множества взять множество 
[image: image42.wmf]S

 всех десятичных дробей. Сначала на множестве S мы определим отношение «меньше» < и получим линейно упорядоченное множество 
[image: image43.wmf]S,<

. Докажем, что оно удовлетворяет аксиоме Кантора. После этого выделим в S множество конечных десятичных дробей, определим их сложение + и умножение •, а затем эти операции распространим на все множество S. Получим систему 
[image: image44.wmf]S,+,,<
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, которая и будет системой дей​ствительных чисел
Определение. Пусть даны две десятичные дроби 
[image: image45.wmf]012
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 и 
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 Будем считать, что первая десятичная дробь меньше второй, и писать 
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 тогда и только тогда, когда существует номер k такой, что 
[image: image48.wmf]kk
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, а для всех номеров 
[image: image49.wmf]i<k

 имеет место равенство 
[image: image50.wmf]ii
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Определение. Конечной десятичной дробью называется десятичная дробь вида 
[image: image51.wmf]012
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. При записи такой дроби «хвост» нулей будем отбрасывать и записывать конечную десятичную дробь в виде 
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Для удобства символом 
[image: image53.wmf]1
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 будем обозначать конечную десятичную дробь 0,00...01, где 1 стоит на п-м месте после запятой.

Доказательство. Пусть 
[image: image54.wmf]012012
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 По определению отношения «меньше» существует номер k такой, что ак <bк , и для каждого номера i<k имеет место равенство 
[image: image55.wmf]ii
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. Но тогда ак + 1 <bк , так что если 
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. По определению десятичной дроби существует номер т > k такой, что цифра 
[image: image58.wmf]9
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. Но тогда 
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 является цифрой, и если 
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, то 
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Определим сложение и умножение конечных десятичных дробей через операции над соответствующими рациональными числами.   

Определение. Положим 
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Из этого определения следует, что сложение и умножение конечных десятичных дробей ассоциативны, коммутативны и связаны дистрибутивным законом.
Определение. Последовательностью стягивающихся отрезков из S назовем такую последовательность вложенных отрезков 
[image: image66.wmf][
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 являются конечными десятичными дробями и для любого натурального числа т существует номер k такой, что для всех п > k выполняется неравенство 
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 (т. е. при возрастании п длины отрезков бесконечно убывают).
Определение. Пусть дана десятичная дробь 
[image: image69.wmf]012
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 . Для любого п = 0, 1,... конечные десятичные дроби 
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 называются приближенными значениями данной десятичной дроби 
[image: image72.wmf]a

 .

Предложение. Десятичная дробь 
[image: image73.wmf]a

 является единственным элементом, принадлежащим всем отрезкам последовательности 
[image: image74.wmf][

]

(

)

,

nn

¢

aa

.

Предложение. Для любых десятичных дробей
[image: image75.wmf]a

 и
[image: image76.wmf]b

 существует и притом только одна десятичная дробь
[image: image77.wmf]g

 принадлежащая всем отрезкам последовательности 
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Доказанное предложение позволяет дать следующее определение сложения произвольных десятичных дробей.

Определение. Суммой произвольных десятичных дробей 
[image: image79.wmf]a

 и
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 назовем ту единственную десятичную дробь 
[image: image81.wmf]g

, которая принадлежит всем отрезкам последовательности 
[image: image82.wmf](
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. При этом будем писать:
[image: image83.wmf]a+b=g

. Отображение 
[image: image84.wmf]SSS
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, ставящее в соответствие всякой упорядоченной паре 
[image: image85.wmf](
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 десятичную дробь
[image: image86.wmf]g=a+b

 , называется сложением десятичных дробей.

Основные свойства сложения десятичных дробей
Покажем, что так определенное сложение + на множестве S обладает всеми свойствами, которыми должно обладать сложение действительных чисел в соответствии с определением .

Коммутативность сложения непосредственно вытекает из определения этой операции и из коммутативности сложения конечных десятичных дробей.

Предложение. Для любых десятичных дробей α ≥  0 и β ≥ 0 существует и притом только одна десятичная дробь у, принадле​жащая всем отрезкам последовательности ([α n • βк, α n'• βn']).
Пусть даны десятичные дроби  α и β. При этом:
1) если α  ≥  0 и β ≥ 0, то α  •β есть та единственная десятичная дробь, которая принадлежит всем отрезкам последовательности ([аn • βк, α n'• βn']);
2) если α < 0, β ≥ 0, то положим α •β =-((- α)• β);
3) если α ≥ 0, β < 0, то примем α •β = -( α -(- β));
4) если α < 0, β < 0, то будем считать α •β = (-α)• (-β).
Умножение произвольных десятичных дробей об​ладает всеми свойствами, которыми должно обладать умножение действительных чисел.

Теорема. Система (S, +, •, <) является системой действи​тельных чисел.
Предложение. Для любого действительного числа a сущест​вует и притом только одно целое число m такое .что m ≤ a <m+1.

Определение. Целой частью действительного числа а на​зывается целое число, обозначаемое через [а], такое что [а] ≤ а < [a]+ 1.
Теорема. Всякое действительное число однозначно представимо в виде десятичной дроби, т.е. существует и притом только одна десятичная дробь ао а1а2... такая, что для лю​бого п = 0,1,... выполняются неравенства
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Сначала докажем, что существует не более чем одна десятич​ная дробь, являющаяся представлением действительного числа а. Для этого выясним, как числа а0, аь аъ ... выражаются через число а. При п = 0 из (1) получаем  а0 ≤ а < < а0 + 1, откуда вытекает, что а0 = [а]. Далее, используя обозначение Ап-1=
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  при n > 0, получаем 
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.  Отсюда 
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. Следовательно, ап = [
[image: image91.wmf](
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]. Из единственности це​лой части числа заключаем, что десятичная дробь однозначно оп​ределяется числом  а.
Теперь ясно, как нужно доказывать существование искомой де​сятичной дроби. По данному действительному числу а определим  ао = [а], и если числа а0, а{, а2, ..., аn-1 уже найдены, то обозначим  и положим аn =[
[image: image92.wmf](
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].      Докажем что при так определенных а0, а1 а2,... имеют место неравенства (1). По определению целой части числа из формулы для а0 получаем ао≤ а<ао+1, а из формулы для аn  при п > 0 будем иметь 
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, откуда легко получить (1).
Докажем, что запись ао,аха2... является десятичной дробью. Для этого нужно доказать, что аь а2 ... являются цифрами и нет «хвоста» из девяток.
Из неравенств а0 ≤ а < а0 + 1 получаем 0 ≤ а – а0 < 10, откуда

0≤ [
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]< 10, значит, 0 <[10(а-а0)]<10. Но а1 = [10(а-а0)], следовательно, 0 ≤  а1 < 10, т. е. а1 — цифра. Аналогично при п > 0 из неравенств
ап 
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< ап + 1 получаем последовательно 
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0 ≤  аn+1 <10, т.е.an+1 —цифра.
Теорема. Действительное число а является рациональным тогда и только тогда, когда оно представимо в виде периодической десятичной дроби.
Доказательство. Рациональное число предста​вимо в виде периодической десятичной дроби.

Обратно, пусть действительное число а представимо в виде пе​риодической десятичной дроби α, докажем, что а — рациональное число. Рассмотрим вначале типичный пример. Пусть а = 23,56(375). Передвинем запятую вправо до периода, для чего обе части ра​венства умножим на 102. Получим 102α = 2356,(375). Теперь пере​двинем запятую вправо на один период, для чего равенство ум​ножим на 103. Получим 103 · 102 α = 2356375(375). Из последнего равенства вычтем предпоследнее: 103·102α - 102α = 2356375 -2356. Окончательно получаем
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Следовательно, а — рациональное число, равное найденному отношению. Замечаем, что числитель полученной дроби пред​ставляет собой разность между числом, записанным цифрами, стоящими до второго периода, и числом, записанным цифрами, стоящими до первого периода, а знаменатель записывается снача​ла девятками в количестве, равном числу цифр в периоде, а затем нулями в количестве, равном числу цифр» от запятой до первого периода.

Теперь не представляет труда провести те же рассуждения в общем виде. Если ограничиться положительными числами, то по​лучаем
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где 
[image: image102.wmf](1)0
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 — десятичная запись целой части данной десятич​ной дроби α. Выполняя преобразования по той же схеме, как и в примере, в итоге получим, что а — рациональное число:
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Упражнения
2.
Найдите целую часть каждого из чисел: 5; 0; 0,25; 
[image: image104.wmf]2
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; 
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3.
Найдите четыре знака после запятой в представлении десятичной дробью  каждого из чисел: 
[image: image108.wmf]3
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[image: image109.wmf]3
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4. Запишите в виде отношения целых чисел рациональные чис​ла, представленные в виде следующих десятичных дробей: 0,(23); 0,0(31); 2,05(456); 3,128(45); -28,2(32).
5. Всегда ли сумма, разность, произведение, частное двух пе​риодических десятичных дробей снова будут периодическими де​сятичными дробями?
1.3. Действительные числа как цепные дроби
Определение 1. Бесконечной цепной дробью называется выражение вида
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где а0 — целое число, а все остальные ап — натуральные числа, т. е. 
[image: image111.wmf]1
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 при n= 1, 2, ...

Определение 2. Подходящей дробью 
[image: image112.wmf]n
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 к бесконечной цеп​ной дроби (1) называется конечная цепная дробь 
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       (2)
Определение 3. Бесконечная дробь (1) называется схо​дящейся, если существует предел ее подходящих дробей, т. е.
                                                
[image: image114.wmf]lim.
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Определение 4. Величиной бесконечной сходящейся цепной дроби (1) называется предел   ее   подходящих  дробей, т. е.— число 
[image: image115.wmf]a

, такое,   что 
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Если величина (1) равна 
[image: image117.wmf]a

, будем записывать это в виде
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Конечные и бесконечные цепные дроби объединяют общим понятием цепных дробей, понимая под этим выражения вида
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где последовательность целых чисел 
[image: image120.wmf]012
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 может быть конечной или бесконечной, причем в случае конечной по​следовательности последний член 
[image: image121.wmf]1
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 Как   бы  велико ни было n, подходящие дроби 
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 к бесконечной дроби (1) являются вместе с тем подходящими дробями к ко​нечной цепной дроби  
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Теорема 1. Если 
[image: image124.wmf]012
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— элементы цепной дроби (1), то последовательность чисел Рп и 
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и начальными условиями:
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обладает тем свойством, что при всех n отношение 
[image: image128.wmf]n
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 равно n-й  подходящей дроби (2).

Определение 5. Числителями и знаменателями подходя​щих дробей (2) к бесконечной цепной дроби (1) называются ве​личины Рп и 
[image: image129.wmf]n
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 определенные условиями (3) и (4).

Теорема 2. При п= 1, 2,...                                                                      
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Теорема 3. Числитель и знаменатель любой подходящей дроби к бесконечной цепной дроби (1) — взаимно простые числа. 

Теорема 4. При всех 
[image: image131.wmf]1
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Теорема 5. При увеличении  номера  п  знаменатели   Qn бесконечной цепной дроби, начиная с  n=1,  монотонно возрастают.

Доказательство. Действительно, поскольку в бесконечной цепной дроби 
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, распространяется на любое множество значений n, так что
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Поскольку все Qn — целые числа, то при  п > 1 каждое Qn no крайней мере на единицу больше предыдущего, т. е. 
[image: image136.wmf].
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Теорема 6. Любая бесконечная цепная  дробь  сходится.
Доказательство. Пусть нам дана произвольная цепная дробь:
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где все ап — целые числа и 
[image: image138.wmf]1
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Подходящие дроби с четными и нечетными номерами являются левыми и правыми концами системы вложенных друг в друга интервалов. 
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Длины интервалов стремятся к нулю при увеличении п: 
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Согласно известной теореме математического анализа (те​орема XVIII), и правые концы такой системы вложенных друг в друга интервалов, длины которых стремятся к нулю, имеют общий предел, представляющий собой некоторое дейст​вительное число 
[image: image141.wmf]a

, такое, что
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Примечание. Из приведенного доказательства непосред​ственно видно, что величина бесконечной цепной дроби больше любой четной подходящей дроби и меньше любой нечетной подходящей дроби, так что
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              (6)

Для случая, когда цепная дробь конечная, неравенства (6) также верны, однако а совпадает с последней подходящей дробью .
Определение 6. Пусть 
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 полными частными к 
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  будем называть величины 
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[image: image149.wmf]0
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   Теорема 7. Пусть 
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 - полное частное к 
[image: image152.wmf]a
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[image: image154.wmf](7)
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                   где 
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 — числители и знаменатели s-й  и (s — 1)-й подходящей дроби к
[image: image156.wmf]a
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Доказательство. Сравнивая выражения

                      
[image: image157.wmf]1

0

1

1

2

1

1

1

1

1

...

1

s

s

s

s

P

a

Q

a

a

a

a

+

+

+

=+

+

+

+

+


и  

                        
[image: image158.wmf]0
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 непосредственно видим, что если в 
[image: image159.wmf]1

1

s

s

P

Q

+

+

 заменить 
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. Согласно теореме 1,
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где  
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Заменяя в (9) 
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 получим, как это только что было отмечено, 
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откуда следует и (8).

Примечание. Формулы (7) и (8) верны и при s = 0 и s = – 1, если принять 
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Теорема 9. Для любого действительного числа 
[image: image172.wmf]a

 сущест​вует одна и только одна цепная дробь, равная 
[image: image173.wmf]a

.

Разлагая действительные числа в цепные дроби, мы для каждого рационального числа имеем единственное разложение, представляющее собой конечную цепную дробь, а для каждого иррационального числа – единственное разложение, представ​ляющее собой бесконечную цепную дробь. В этом отношении разложения действительных чисел в цепные дроби характери​зуют природу действительных чисел лучше, чем разложения в систематические дроби.
Разложения рациональных чисел в систематическую дробь, например в десятичную, могут быть конечными и бесконечными,  причем    характер    таких    разложений существенно зависит от основания системы счисления.

Поскольку между действительными числами и цепными дробями установлено взаимно однозначное соответствие, мы будем в дальнейшем, в случае, когда
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подходящие   дроби 
[image: image175.wmf]s
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   к этой  цепной дроби   называть также, для краткости, подходящими дробями к числу 
[image: image176.wmf]a

.
Действительно, корень любого квадратного уравнения с целыми коэффициентами имеет вид 
[image: image177.wmf]PD

Q
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, где P, Q, D  числа, причем  D  > 1. Если бы мы имели  
[image: image178.wmf]3
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, то, возводя это равенство в куб, мы получили бы, что 
[image: image179.wmf]D

 рацио​нальное, а, следовательно, рациональным являлось бы и 
[image: image180.wmf]3

2

, что противоречит результату.

Рациональные числа представляют собой корни уравнений 1-й степени вида 
[image: image181.wmf]0
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 с целыми коэффициентами.
Во множестве иррациональных чисел наиболее простыми являются те иррациональности, которые являются корнями квадратных уравнений с целыми коэффициентами; такие числа мы будем называть квадратическими иррациональностями.
Определение 8. Число 
[image: image182.wmf]a

  называется квадратической ирра​циональностью, если 
[image: image183.wmf]a

  –  иррациональный корень некоторого квадратного уравнения
                                        
[image: image184.wmf]2
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с целыми коэффициентами.
Коэффициенты  а, b, с уравнения (10), очевидно, можно взять взаимно простыми; в этом случае дискриминант этого уравнения 
[image: image185.wmf]2
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  будем называть также дискриминантом 
[image: image186.wmf]a

.
Корни уравнения (10) равны 
[image: image187.wmf]2
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 и 
[image: image188.wmf]2
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,  так  что любую квадратичную иррациональность 
[image: image189.wmf]a

 можно представить  в виде 
[image: image190.wmf]PD
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, где  P и Q целые, а D(D>1) 
[image: image191.wmf]-

целое  неквадратное число.   Второй  корень уравнения (10) 
[image: image192.wmf]PD
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 будем называть иррациональностью, сопряженной с 
[image: image193.wmf]a

.

В определении квадратической иррациональности особенно важно обратить внимание на то, что речь идет о квадратных уравнениях с целыми коэффициентами. Любое  
[image: image194.wmf]a

 является кор​нем квадратного уравнения и даже уравнения 1-й степени, напри​мер уравнений 
[image: image195.wmf]22
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Примеры,  а) 
[image: image196.wmf]7

 — квадратическая иррациональность, так как 
[image: image197.wmf]7

 есть корень уравнения  
[image: image198.wmf]2
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б) 
[image: image199.wmf]15
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 – квадратичная иррациональность ,так как 
[image: image200.wmf]a

 представляет собой  корень уравнения 
[image: image201.wmf]2
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. Здесь P=-1, Q=-3, D=5.                          
в) 
[image: image202.wmf]3
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 не является квадратической иррациональностью.
Действительно, корень любого квадратного уравнения с целыми коэффициентами имеет вид 
[image: image203.wmf]PD
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, где P, Q, D  числа, причем  D  >1. Если бы мы имели  
[image: image204.wmf]3
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, то, возводя это равенство в куб, мы получили бы, что 
[image: image205.wmf]D

 рацио​нальное, а, следовательно, рациональным являлось бы и 
[image: image206.wmf]3
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, что противоречит результату.

 Определение 9. Цепная дробь 
[image: image207.wmf]0
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 назы​вается периодической, если периодической является последо​вательность элементов 
[image: image208.wmf]012
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В частности, если последовательность элементов чисто периодическая, то и соответствующая цепная дробь называется чисто периодической.

Длину  периода  последовательности   
[image: image209.wmf]012
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 будем называть также длиной периода цепной дроби 
[image: image210.wmf]0
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. Если в разложении 
[image: image211.wmf]a

 после элементов 
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 наступает периодическое повторение элементов 
[image: image213.wmf]1
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, т.е. длина периода равна 
[image: image214.wmf](1)
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, то будем записывать
[image: image215.wmf]a

 в виде  
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Теорема 10. Цепная дробь

                               
[image: image217.wmf]0
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является  периодической с длиной периода  k   тогда и только тогда, когда при некотором s имеет место равенство непол​ных частных 
[image: image218.wmf]sks
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.

Рассматривая величины периодических цепных дробей, мы получаем некоторую часть действительных чисел. Оказывается, и это на первый взгляд кажется неожиданным, что множество таких чисел совпадает с множеством квадратических иррациональностей.

Этот замечательный результат был получен впервые в 1770 г. Лагранжем.

Тот факт, что величина любой периодической цепной дроби является квадратической иррациональностью, доказывается сов​сем просто, и мы начнем именно с этого. Более сложно дока​зывается то, что любая квадратическая иррациональность разла​гается в периодическую цепную дробь; этот факт и называют обычно теоремой Лагранжа.

Теорема 11. Величина любой периодической цепной дроби представляет собой квадратическую иррациональность.
Теорема 13 (Лагранж). Любая квадратическая иррацио​нальность разлагается в периодическую цепную дробь.
Поскольку мы теперь знаем, что любая квадратическая иррациональность разлагается в периодическую цепную дробь, естественно выяснить, для  каких квадратических иррациональностей такое разложение будет чисто периодическим. Следующая теорема исчерпывающий ответ на этот вопрос. 

Теорема 14.  Квадратическая иррациональность 
[image: image219.wmf]PD
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, где Р, Q и D (D>1) целые, разлагается в чисто периодиче​скую цепную дробь  тогда  и  только  тогда,  когда  
[image: image220.wmf]a

 > 1 и  сопряженная иррациональность 
[image: image221.wmf]PD
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  лежит в интер​вале (—1; 0).

Примеры.   1) 
[image: image222.wmf]113
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  разлагается в чисто периодическую цепную дробь, так как 
[image: image223.wmf]1
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, а 
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 лежит между – 1 и 0. Действительно, в разложении 
[image: image225.wmf]a

 с самого начала по​вторяются элементы 1,  1, 1, 6, 1, так что    
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2) 
[image: image227.wmf]23
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 разлагается в смешанную периодическую цепную дробь, так как сопряженное число 
[image: image228.wmf]23
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 больше нуля.

3) 
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4) 
[image: image230.wmf]1

537[7, (3, 1, 1, 3, 14)]

1

3

1

1

1

1

1

4

1

14

...

=+=

+

+

+

+

+


5) 
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Пример 1.Найти величину цепной дроби:
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где все дальнейшие элементы равны последовательно 1 и 4.

Решение.

 Согласно  теореме 8, имеем:

                            
[image: image233.wmf]2
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т. е. поскольку
[image: image234.wmf]12
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Пример 2. Найти величину цепной дроби:
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где все дальнейшие элементы последовательно принимают зна​чения 2,2,2,1.  

Решение.

Согласно теоремам 8 и 7, имеем: 
[image: image236.wmf]32
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Так что  
[image: image237.wmf]2
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Пример 3. Разложить в цепную дробь 
[image: image240.wmf]15
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Решение.

 Находим:
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Поскольку 
[image: image242.wmf]1
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 будем  иметь 
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 и т.д.                                                                                                                                В последовательных равенствах  будет 
[image: image245.wmf]12

...,

a=a=a=

 
[image: image246.wmf]012

...1,

aaa

====

т.е. 


[image: image247.wmf]151

1

1

2

1

...

+

=+

+


Пример 6.Разложить в цепную дробь число[image: image249.png]


.

Решение.

  Всякая положительная квадратичная иррациональность разлагается в бесконечную периодическую дробь (теорема Лагранжа).

Целая часть числа [image: image251.png]


 есть 3, поэтому

[image: image253.png]


 = 3 + [image: image255.png]


; [image: image257.png]


 = [image: image259.png]Vi1+3




.

Целая часть числа [image: image261.png]


 = [image: image263.png]Vi1+3




 есть 3, а поэтому

[image: image265.png]=3+

V143



; [image: image267.png]+3.
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Целая часть числа  [image: image269.png]+3
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 есть 6, а поэтому

[image: image271.png]VII+3=6+—



; [image: image273.png]


 = [image: image275.png]Vi1+3




;

т.е. [image: image277.png]


. Следовательно, неполные частные также будут повторяться. Итак, [image: image279.png]V11=[3;3,6,3,6,...




.

Пример 3. Разложить в цепную дробь число 
[image: image280.wmf]5
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Решение. Нахождение неполных частных 
[image: image281.wmf]01
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… цепной дроби 
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 связано с процессом выделения целой части числа. Получаем:
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Замечаем, что 
[image: image287.wmf]12
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, следовательно, неполные частные, начиная с 
[image: image288.wmf]1
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, будут повторяться и 
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 (число 4 в периоде). В развернутом виде полученная цепная дробь имеет вид:
[image: image290.wmf]
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Ответ. 
[image: image292.wmf](
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Пример 106. Разложите в цепную дробь 
[image: image293.wmf]99
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Решение.
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Ответ. 
[image: image299.wmf](
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Пример 13. Найдем действительное число 
[image: image300.wmf]a

, которое обращается в цепную дробь [(1;3)].

Решение. [(1;3)] – чисто периодическая цепная дробь:
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Так как выражение, начинающееся с третьего неполного частного 1, имеет тот же вид: 
[image: image302.wmf]K
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, то мы, очевидно, можем записать: 
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 после чего приходим к квадратному уравнению относительно искомого 
[image: image304.wmf]a
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Ответ. 
[image: image307.wmf]6
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Пример 14. Найдите действительное число 
[image: image308.wmf]a

, которое обращается в цепную дробь 
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Решение. 
[image: image310.wmf][
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 - смешанная периодическая цепная дробь. 
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т.е. 
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Ответ. 
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Великий французский математик Жозе Луи Лагранж родился в 1736 г. в Турине. Некоторое время он работал в Берлинской Академии наук. С 1772 г. – член Парижской Академии наук. Последние годы своей жизни – профессор Политехнической школы в Париже.

Труды Лагранжа по математическому анализу, механике и теории чисел имеют фундаментальное значение для развития этих дисциплин. Лагранж – один из создателей дифференциального исчисления, классической теории дифференциальных уравнений и вариационного исчисления. В своей «Аналитической механике» он показал возможность построения механики на базе математического анализа.

В теории чисел Лагранж дал основные результаты в теории бесконечных цепных дробей и показал их приложения к решению неопределённых уравнений. Лагранж доказал теорему о представлении чисел в виде суммы четырёх квадратов и положил начало изучению бинарных квадратичных форм общего вида.

Глава 2. Методика изучения иррациональных чисел в школе 

2.1.Методика расширения числовых множеств
в курсе  алгебры средней школы
Первое расширение понятия о числе, которое учащиеся усваивают после ознакомления с натуральными числами – это добавление нуля. Сначала 0 – знак для обозначения отсутствия числа. Почему же нельзя делить на нуль?
Разделить – значит найти 
[image: image317.wmf]:0
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. Два случая: 1) 
[image: image318.wmf]0
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, следовательно, надо найти 
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. Это невозможно. 2) 
[image: image320.wmf]0
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, следовательно, надо найти 
[image: image321.wmf]:00
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. Таких 
[image: image322.wmf]x

 сколько угодно, что противоречит требованию однозначности каждой арифметической операции.
Для чего нужны определения 
[image: image323.wmf]1, 00
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, если необходимо сохранить переместительный закон умножения и монотонность умножения.

Есть учебники, где основные законы действий считаются справедливыми без необходимых обоснований (логическая основа неверна).

Изучение нового числового множества идет по единой схеме: 

· необходимость новых чисел;

· введение новых чисел;

· сравнение (геометрическая интерпретация);

· действия над числами;

· законы.

Сначала расширение числовых множеств происходит, пока множество не станет числовым полем. Не каждая из числовых систем является числовым полем. Например, система натуральных чисел не является числовым полем; система целых чисел тоже не числовое поле. Система рациональных чисел – числовое поле.

Поле — множество, содержащее не менее двух элементов, на котором заданы две бинарные алгебраические операции – умножение и сложение, обе ассоциативные и коммутативные. Они связаны законом дистрибутивности. Кроме того в поле существует нулевой элемент: для любого 
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 и для каждого противоположного 
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. Существует единичный элемент: 
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.(Если в некоторой числовой системе все основные действия (сложение, вычитание, умножение и деление, кроме деления на нуль) выполнимы и однозначны относительно каждой пары чисел этой системы, такое множество называется числовым полем.) 

В системе рациональных чисел действия сложения, вычитания, умножения и деления (за исключением деления на нуль) выполнимы и однозначны относительно каждой пары чисел, т. е. определены, так что применение любого действия к паре рациональных чисел приводит к однозначно определенному рациональному числу. Этим же свойством обладает система действительных чисел.

Невыполнимость одного из основных действий  приводит к расширению числового множества. В курсе математики 5 – 6 классов имеет место построение множества рациональных чисел. Следует отметить, что последовательность расширений не однозначна. 

Возможен вариант (П. М. Эрдниев «Математика 5 – 6»):

[image: image327.png]JpodHEIe PalmoHATEHBIE

N0 —> (o6bmHOBeHHEIe —» (BBeleHe
H TECATITIHEIE) OTPHLATENLHBIX
nicen)




Возможны и такие варианты: 
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Элементарное понятие о дробном числе дается уже в начальной школе как о нескольких долях единицы.

Появление нового числового множества сопровождается введением правил сравнения (равенства и неравенства) чисел и арифметических операций над ними. Средством обоснования правил сравнения нередко служит координатная прямая.

Получив числовое поле, дальнейшее расширение уже не может быть продиктовано невыполнением действий. Расширение понятия числа было вызвано геометрическими соображениями, а именно: отсутствием взаимно однозначного соответствия между множеством рациональных чисел и множеством точек числовой прямой. Для геометрии необходимо, чтобы каждая точка числовой прямой имела абсциссу, т. е. чтобы каждому отрезку при данной единице измерения соответствовало число, которое можно было бы принять за его длину. Эта цель достигается после того, как поле рациональных чисел (с помощью присоединения  к нему системы иррациональных чисел) подвергается расширению до системы действительных чисел, которая является числовым полем.

К необходимости этого расширения приводит и невозможность извлечения корня из положительного, нахождения логарифма положительного числа при положительном основании.

Нет другого раздела школьного курса математики, который усваивался бы с таким трудом, как раздел, посвященный переходу от множества чисел рациональных к множеству чисел действительных, осуществляемый в VIII классе через введение иррациональных чисел. Даже на основной вопрос о том, что такое иррациональное число, окончившие среднюю школу часто дают неправильные ответы, свидетельствующие о непонимании ими сути дела (чаще всего говорят, что иррациональное число – это корень). Особенно интересные ответы были получены на вопрос о том, можно ли сложить числа 
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. Вместо правильного ответа, утверждающего возможность сложения всех этих чисел и возможность приближенного представления их суммы десятичным числом с произвольно высокой точностью, больше половины учащихся категорически заявили, что сложить можно только два из них, а именно: 
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 и 
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. Таким образом, второстепенная деталь, а именно возможность представления суммы 
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 в виде 
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, представляется многим учащимся сутью дела, а подлинный смысл сложения действительных чисел, хотя бы даже основанный на геометрическом представлении суммы отрезков, длины которых выражаются данными слагаемыми, им неизвестен.

Обойтись без иррациональных чисел в курсе элементарной математики нельзя, но ни одна из существующих теорий действительных чисел по своей сложности не может быть полностью изучена в средней школе. В  девятилетней школе стараются избежать вопросов, связанных с непрерывностью и бесконечностью, хотя полностью достичь этого нельзя. Не затрагивается вопрос о недостаточности рациональных чисел для решения алгебраических задач, для измерения (каждый отрезок имеет длину, каждая фигура – площадь), построения графиков (должны быть разрывными). 

 Интуитивные представления учащихся естественны, так как практически нельзя обнаружить существование  несоизмеримых отрезков. Не надо строить строгую теорию, достаточно создать верные представления о сущности вопроса. 

Если ввести иррациональные числа как неизвлекаемые корни (А. П. Киселев), то у учащихся сформируется  представления об иррациональных числах только как о неизвлекаемых корнях, поэтому целесообразно указать школьникам на несоизмеримость отрезков. В качестве примера можно взять стороны равнобедренного треугольника с углом при вершине 
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. Проведем биссектрису угла при основании данного треугольника, которая отсечет от данного треугольника подобный ему (углы 
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ooo

). Дальнейшее последовательное проведение биссектрис угла при основании вновь получаемых равнобедренных треугольников (рис. 1), которое можно продолжать до бесконечности, показывает несоизмеримость основания и боковой стороны исходного треугольника. 
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были соизмеримы между собой, то с ними соизмерим был бы и отрезок 
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. Стороны меньшего треугольника 
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 были бы также соизмеримы. Аналогично соизмеримы были бы и отрезки 
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 и  
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 и т. д., что не может иметь бесконечный характер.

Периодичность бесконечной десятичной дроби, выражающей рациональное число, вытекает из деления натуральных чисел, так как при таком делении может получиться только конечное число различных остатков, не превосходящих делителя. Следовательно, при бесконечном делении какой-то остаток должен повториться, а за ним повторяется и соответствующие остатки числа частного – получится периодическая дробь.
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В большинстве учебников иррациональное число рассматривается как бесконечная непериодическая десятичная дробь (как и в теории Вейерштрасса). В некоторых учебниках – длина отрезка, несоизмеримого с единицей масштаба, а затем показывается, как находится приближения этого числа в виде десятичных дробей.

Далее необходимо установить, что существует взаимно однозначное соответствие между множеством действительных чисел. Поскольку иррациональные числа вводятся для измерения отрезков, несоизмеримых с единицей длины, то сразу получается, что для каждого отрезка можно найти действительное число, выражающее его отношение к единице длины. Обратное положение есть аксиома непрерывности прямой. В большинстве учебников не формулируется, а подчеркивается это взаимно однозначное соответствие. В некоторых учебниках (Д. К. Фадеева и др.) используется подход Кантора: для всякой стягивающейся последовательности вложенных друг в друга  промежутков на прямой существует точка, принадлежащая всем промежуткам  последовательности. Отсюда и следует непрерывность множества действительных чисел.

Можно не доказывать непрерывность множества R, но необходимо выяснить различие в структуре множеств рациональных и действительных чисел. Множество рациональных чисел плотно (между любыми двумя рациональными числами существует сколько угодно рациональных чисел), но не непрерывно. Множество разрывов имеет большую мощность.               
Н. Н. Лузин предложил такое сравнение: если представить, что рациональные точки не пропускают солнечные лучи, и поставить прямую  на пути лучей, то нам покажется, что солнце пробивается почти сплошь. У С. И. Туманова: рациональные числа окрашены в черный цвет, а иррациональные – в красный. Тогда прямая представлялась бы сплошь красной. О мощности множества иррациональных чисел можно судить через рассмотрение их как полученных из рациональных  разрушением периода бесконечной десятичной дроби, так как для каждого рационального числа можно предложить множество иррациональных.

Геометрическое построение иррациональных чисел с использованием теоремы Пифагора приводится на рис. 2.
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 Из всех теорий иррациональных чисел более доступной считалась теория Кантора–Мере, рассматривающая стягивающиеся последовательности вложенных в друг друга сегментов. Поэтому во многих учебниках результат действий над иррациональными числами рассматривается как число, заключенное между всеми приближенными результатами, взятыми по избытку, и всеми приближенными значениями, взятыми по недостатку. Такое определение не создает у учащихся представления о результате действий над иррациональными числами вообще об иррациональном числе. В экспериментах В. К. Матушка (контрольная работа среди лучших учеников) школьники считают иррациональные числа неточными, колеблющимися, приближенными. Многие считают, что числа  
[image: image349.wmf]2,3,8

 нельзя сложить. Причина и в неудачной терминологии: «точный » корень, «неточный » корень. Он советует использовать термины «приближенное значение корня » и «точное значение корня ».

Действия с иррациональными числами лучше начинать с геометрического изображения суммы 
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 (рис. 3). Известно, что можно точно построить отрезки, имеющие такую длину.
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Следует обратить внимание учащихся, что в результате действий над иррациональными числами могут получиться как рациональные, так и иррациональные. Для этого нужно предложить примеры на сложение непериодических дробей.

У Киселева иррациональное число вводится как предел его рациональных приближений. Возникает логический круг, так как до введения иррациональных чисел не всякая фундаментальная последовательность рациональных чисел имеет предел. Кроме того, необходимо убедиться, что разность 
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 стремится к нулю, а для этого надо определить саму разность. 

Рациональные и иррациональные числа образуют множество действительных чисел.
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Представляется разумным  ограничить изучаемый в VIII классе материал об иррациональных и действительных числах следующими пунктами, добиваясь полной ясности их понимания и большей прочности их запоминания.

· Множества рациональных чисел, содержащего все целые и дробные числа, как положительные, так и отрицательные и нуль, для целей точного измерения отрезков недостаточно. На числовой оси наряду с бесконечным и плотным в себе множеством рациональных точек существует ещё бесконечное  же множество точек иррациональных, т. е. таких, расстояния которых от начала выражаются иррациональными числами. Так, точка, находящаяся на оси на расстоянии от начала, равном диагонали квадрата со стороной, равной единице, является точкой иррациональной.

· Все рациональные числа представимы в виде конечных и бесконечных периодических десятичных дробей, иррациональные числа выражаются бесконечными непериодическими  десятичными дробями, к которым приходят в результате процесса десятичного измерения отрезков. Множество всех рациональных чисел после присоединения к нему множества всех иррациональных чисел дает множество всех действительных чисел. Всякое действительное число, как рациональное, так и иррациональное, может быть приближенно представлено с произвольно высокой точностью посредством  двух рациональных чисел, одно из которых дает приближение по недостатку, другое по избытку. 

· Для множества всех действительных чисел верна такая аксиома: если на числовой оси указаны начальная и единичная точки, т.е. точки с абсциссами 0 и +1, то каждой точке этой оси соответствует одно и только одно действительное число, выражающее её расстояние от начала (её абсциссу), и каждому действительному числу соответствует одна и только одна точка, отстоящая от начала на расстоянии, выражаемом этим числом (т.е. точка с такой абсциссой). 

· Все четыре действия над действительными числами, рациональными и иррациональными, выполнимы в той же мере, как и над одними рациональными: каждые два действительных  числа можно складывать, вычитать, умножать и делить (за одним лишь исключением – нельзя делить на нуль), получая в результате каждый раз некоторое действительное число. Другими словами, множество действительных чисел, как и множество рациональных чисел, является «полем». 

Результат действия над действительными числами можно представить с произвольно высокой точностью посредством двух рациональных чисел, выражающих этот результат по недостатку и по избытку и получаемых путем выполнения одноимённых операций над приближенными значениями данных чисел.

Разъясняя точный смысл вводимых терминов и привлекая достаточное количество геометрических иллюстраций, можно обеспечить сознательное усвоение  перечисленных в этих четырех пунктах математических фактов, причем некоторые высказанные предложения доказываются, другие применяются без доказательства, но  с проверкой на частных примерах.
2.2. Методика введения понятия «иррациональное число»

Существует три подхода к введению понятия «иррациональное число». 
 При первом подходе можно выделить три основных этапа введения понятия: мотивационный, введение понятия, первичное закрепление.

1. Мотивационный этап. На этом этапе можно предложить решить следующую задачу: « Найти сторону квадрата, площадь которого равна 2». Алгебраической моделью ситуации является уравнение 
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. Решением этого уравнения (с учетом того, что длина выражается положительным числом) является арифметический квадратный корень из 2. Это число. Встает вопрос: « Какому числовому множеству принадлежит это число? »

2. Этап введения понятия. Проиллюстрировать этот этап можно, выполнив лабораторную работу.

Примеры

1) Является ли 
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целым числом?

Ответ. Рассмотрим квадраты последовательных натуральных чисел: 
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Вывод. Среди целых чисел значения 
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 нет.

2) Является ли 
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 рациональным числом?

Ответ. Рассмотрим приближенные значения 
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 с точностью до 
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 и т.д.
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, тогда 
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Выполняя аналогичную работу на отрезке 
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, получим:
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Увеличивая точность приближения, можно показать: 
[image: image367.wmf]21,4142...
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 . Уже на этом этапе можно увидеть, что 
[image: image368.wmf]2

 –  бесконечная непериодическая дробь. 

С использованием микрокалькулятора получим: 
[image: image369.wmf]21,4142135623...
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 .

Вывод (предположение ) на этом этапе. 
[image: image370.wmf]2

 –  не рациональное число.

3) Приведите строгое математическое доказательство предположения, сформулированного на предыдущем этапе.

Утверждение. Не существует рационального числа, квадрат которого равен двум. Далее проводится доказательство.

Примечание. Перед доказательством должна быть проведена подготовительная работа.

4) Существует ли число 
[image: image371.wmf]2

?

Ответ. Решим исходное уравнение графически.

Как видно из рис. 5, существует положительное значение абсциссы точки пересечения графиков. Значит, существует число 
[image: image372.wmf]2

. А это, в свою очередь, требует расширения  числового множества.

5) Дайте определение иррационального числа.

Ответ. Числа, представляемые бесконечными десятичными непериодическими дробями, называются иррациональными.

Далее приводятся примеры иррациональных чисел: 
[image: image373.wmf]3;7;
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 и т. д.

6) Изобразите иррациональные числа на координатной прямой.

Ответ. Иллюстрируется построение улитки Паскаля.

Введение понятия «иррациональное число» завершается расширением множества рациональных чисел до множества действительных чисел, структуру которого можно изобразить с помощью кругов Эйлера (рис. 6).

3.Этап первичного закрепления. На этом целесообразно решать задачи на установление взаимосвязи известных числовых множеств, сравнение чисел, изображение чисел точками координатной прямой.

 [image: image374.png]Puc. 5 Puc. 6




При втором подходе к введению понятия «иррациональное число » (« Алгебра-8» под ред. С. А. Теляковского) можно предложить ученикам следующие задания.
Примеры.

1) Найдите длину отрезка ОВ при выбранной единице измерения ОЕ (рис. 7).

[image: image375.png]Puc. 7




Эта задача иллюстрирует, что процесс измерения может быть бесконечным, а отрезки несоизмеримыми.

2) Вычислите длины отрезка, если он составляет 
[image: image376.wmf]2

7

 единичного

       отрезка.

Ответ. 
[image: image377.wmf]2
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= 0,(285714).

3) Приведите геометрическое доказательство того, что отношение площади квадрата, построенного на диагонали данного квадрата, к площади данного равно 2.

Ответ. Длина диагонали квадрата равна числу, квадрат которого равен 2; при измерении длины диагонали (при условии, что единица измерения – длина стороны данного квадрата) получается бесконечная непериодическая десятичная дробь.

4) Приведите строгое доказательство, что не существует рационального числа, квадрат которого равен двум.

5) Дайте определение иррационального числа.

6) Постройте множество действительных чисел.

При третьем подходе к введению понятия (Ш. А. Алимов и др. «Алгебра-8») можно привести формулировку определения и проиллюстрировать  его примерами.

После этого можно рассматривать следующие свойства.

1. Сумма двух чисел, одно из которых рациональное, а другое иррациональное, есть число иррациональное.

Доказательство. Пусть а – рациональное число, b – иррациональное число. Предположим, что сумма a+b=c рациональна. Тогда b=c-a рациональное число, как разность двух рациональных чисел, а это противоречит условию.

2. Разность двух чисел, одно из которых рациональное, а другое иррациональное, есть число иррациональное.

3. Произведение двух чисел, одно из которых рациональное число, отличное от нуля, а другое иррациональное, есть число иррациональное.

4. Частное двух чисел, одно из которых рациональное число, отличное от нуля, а другое иррациональное, есть число иррациональное.

5. Для любого иррационального числа 
[image: image378.wmf]а

 выполняются равенства: 
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Свойства 2 – 5 доказываются аналогично свойству 1.

Из этих свойств следует, что, имея лишь одно иррациональное число, с помощью рациональных можно построить бесконечно много иррациональных чисел.
2.3. Анализ  школьных  учебников  по  алгебре
При изучении любой новой темы в основном курсе школы встает проблема изложения данной темы в школьных учебниках. Пропедевтикой изучения раздела иррациональных уравнений и неравенств в школе является введение понятие арифметического корня и, соответственно, рассмотрение его свойств.

Проанализируем в каких классах вводится данное понятие разными авторами учебников. Алимов Ш. А. в учебнике «Алгебра. 9 класс» вводит понятие арифметического корня натуральной степени, а также свойства арифметического корня. Макарычев Н. Г. же разделяет понятия квадратного корня и корня 
[image: image381.wmf]n

-ой степени. В учебнике «Алгебра. 8 класс» классе вводится понятие арифметического квадратного корня и, соответственно, рассматриваются его свойства. В учебнике «Алгебра. 9 класс» вводятся понятия корня 
[image: image382.wmf]n

-ой степени, арифметического корня 
[image: image383.wmf]n

-ой степени и рассматриваются свойства арифметического корня 
[image: image384.wmf]n

-ой степени. Колмогоров А. Н. в учебнике «Алгебра. 10 класс» вводит понятия корня 
[image: image385.wmf]n

-ой степени, арифметического корня 
[image: image386.wmf]n

-ой степени и рассматривает свойства арифметического корня 
[image: image387.wmf]n

-ой степени перед изучением иррациональных уравнений. Мордкович А. Г. в учебнике «Алгебра. 8 класс» вводит понятие квадратного корня и его свойства.
 «Алгебра, 8», авт. А. Г. Мордкович.
Данное учебное пособие состоит из двух частей: учебника и задачника. Параграф 11 задачника посвящен иррациональным числам, а параграф 12 – множеству действительных чисел.
Алимов, Колягин. «Алгебра, 8»,  параграф 21 посвящен иррациональным и действительным числам.

Виленкин Н. Я. и др. «Алгебра, 8»: «действительные числа» носит название глава IV, в которой параграф № 1 содержит информацию о  действительных числах и измерении величин, а параграф № 2   –  о рациональных и иррациональных числах.
2.4. Система упражнений в разрезе классов
Ниже приведена подборка упражнений на повторение свойств рациональных и иррациональных чисел, а также упражнений, которые отвечают на вопрос, всегда ли сумма, разность, произведение и частное двух иррациональных чисел является иррациональным числом. Ответ оказывается отрицательным. 

Упражнение 1. Каким числом является сумма двух чисел, одно из которых рациональное, а другое иррациональное?

Сумма – число иррациональное. Такой ответ учащиеся могут дать на интуитивной основе. В самом деле, если складывать две дроби, одна из которых периодическая, а другая нет, то сумма будет дробью непериодической. Однако такое рассуждение лучше подкрепить доказательством.

Пусть x – число рациональное, а y – иррациональное. Предположим, что x + y = z и z – рациональное число. Тогда y = z – x  – разность двух рациональных чисел. Значит, y получается рациональным числом, а мы предполагали, что y – иррациональное число. Противоречие. Наше предположение, что z – рациональное число, неверно. Значит, z - число иррациональное. 

Упражнение 2. Может ли быть рациональным числом сумма (разность) двух иррациональных чисел.

Да, например: 1) 
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2) 
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Как видим, здесь вопрос решился на чисто интуитивной основе. Но учащиеся выбрали в качестве примера числа вида 
[image: image392.wmf]аbm
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, где 
[image: image393.wmf], , 
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 –  рациональные числа. Очевидно, что с такими числами оперировать легче, чем с трансцендентными, которые не могут быть записаны с помощью радикалов. Но и для таких чисел можно подобрать пример, когда их сумма  представляет собой рациональное число. Для этого достаточно взять две непериодические дроби, у которых цифры каждого разряда дополняют друг друга до одного и того же числа.

Например:
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Упражнение 3. Могут ли быть иррациональными числа а и b, если  рациональны числа a + b и a – b?

Ответ: нет, не могут.

Такой интуитивный ответ у многих учащихся вызывает сомнения, особенно после решения упражнения 2. Тем ценнее становится доказательство.

Пусть 
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 – рациональные. Тогда 
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. Итак, числа a и b рациональные, поскольку получены в результате сложения (вычитания) и деления рациональных чисел  
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Упражнение 4.  Могут ли быть иррациональными числа a и b, если рациональны числа 
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Ответ: да, могут. Например, 
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 – это иррациональные числа, но 
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Далее в ходе урока учащиеся под руководством учителя доказывают следующее утверждение:

          Если 
[image: image410.wmf]n

m

 (где m и n – натуральные числа, а n > 1), не равен никакому натуральному числу, то 
[image: image411.wmf]n

m

 – число иррациональное.

Учитель подчеркивает, что с помощью этого утверждения можно доказать иррациональность многих действительных чисел. Например, так как 4 < 5 < 9, то 2 < 
[image: image412.wmf]5

< 3 и 
[image: image413.wmf]5

 не равен никакому натуральному числу, а поэтому, согласно утверждению (*), является числом иррациональным. Точно также и 
[image: image414.wmf]3
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 является иррациональным числом, поскольку 1< 
[image: image415.wmf]3
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< 2.

Одной из типичных ошибок школьников является то, что они часто судят о рациональности или иррациональности числа по его внешнему виду, считая, что совокупность иррациональных чисел должна быть иррациональным числом. 

Учитель подчеркивает, что с помощью этого утверждения можно доказать иррациональность многих действительных чисел. Например, так как 4 < 5 < 9, то 2 < 
[image: image416.wmf]5

< 3 и 
[image: image417.wmf]5

 не равен никакому натуральному числу, а поэтому, согласно утверждению (*), является числом иррациональным. Точно также и 
[image: image418.wmf]3
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 является иррациональным числом, поскольку 1< 
[image: image419.wmf]3
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< 2.

Одной из типичных ошибок школьников является то, что они часто судят о рациональности или иррациональности числа по его внешнему виду, считая, что совокупность иррациональных чисел должна быть иррациональным числом. 

Упражнение 5. Являются ли числа 
[image: image420.wmf]35
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 иррациональными?

Ответ: нет, не являются.

В самом деле, 
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Второе из данных числовых выражений, несмотря на его устрашающий вид, можно преобразовать следующим образом:
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Достаточно было заметить, что подкоренные выражения – полные кубы.

Поскольку  наглядность и интуиция нас могут подвести, необходимо приводить соответствующие обоснования при выяснении того, является ли некоторое число рациональным или иррациональным.

Упражнение 6. Может ли быть рациональным числом произведение  (частное) двух иррациональных чисел?

Да, например:

1) 
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2) 
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Упражнение 7. Могут ли быть рациональными сумма и произведение двух иррациональных чисел?

Да, квадратное  уравнение 
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 имеет иррациональные корни 
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Учащиеся должны убедиться и в том, что в результате сложения, вычитания, умножения и деления двух иррациональных чисел получаются и иррациональные числа. Для этой цели служат упражнения на доказательство иррациональности результатов действий. При их выполнении основой могут служить различные теоретические положения. Приведем систему таких упражнений в разрезе классов.

VIII класс

Упражнение 8. Докажите иррациональность числа 
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 По свойству частного двух чисел, одно из которых, 
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, – иррациональное, другое, 
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, – рациональное,  
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 –  рациональное число.

Упражнение 9. Зная, что 
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 – иррациональное число, докажите, что 
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 при любом целом 
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 – также иррациональное число.
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по свойству произведения иррационального числа на рациональное число имеем, что 
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 – число иррациональное при любом 
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Упражнение 10. Докажите, что 
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 – иррациональное число, если  
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 – иррациональное число и  
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. Верно ли обратное утверждение?

Представим 
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 в виде 
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. Это число иррациональное, поскольку 
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 иррационально по условию.

Обратное утверждение также верно: если 
[image: image449.wmf]mn

 – иррациональное число, то  
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 тоже иррационально.

Представим 
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 в виде 
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. Это число иррациональное, т. к. 
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 – рационально, а  
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 иррационально.

Упражнение 11. Докажите, что 
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 – иррациональное число.

Допустим, что 
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. Но иррациональное число не может равняться рациональному. Противоречие доказывает первоначальное утверждение.

Упражнение 12. Докажите иррациональность числа 
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Допустим, что данное число рациональное, и представим  его в виде несократимой дроби: 
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 должно делиться на 1234567. Получается, что 
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, поэтому 
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должно делиться на 1234567.Это противоречит условию НОД
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Упражнение 13. Доказать, что число 
[image: image472.wmf]23
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 иррациональное.

Пусть 
[image: image473.wmf]23
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. Предположим, что 
[image: image474.wmf]r

– рациональное число. Возведем в квадрат равенство  
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[image: image476.wmf]2

2233.

rr

=-+

 Отсюда 
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 Получили противоречие, так как в последнем выражении слева от знака равенства стоит иррациональное число, а справа – рациональное. Значит, 
[image: image478.wmf]23
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 – иррациональное число.

Упражнение 14. Докажите иррациональность числа 
[image: image479.wmf]3
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Предположим, что 
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В правой части получилось число рациональное, в левой – иррациональное. Получили противоречие, следовательно, 
[image: image486.wmf]3

35

+

– число иррациональное.

IX класс

В IX классе при изучении корней  n – ой степени создаются благоприятные условия для повторения и закрепления свойств иррациональных чисел. Здесь можно рассмотреть теорему: «При любых натуральных а и n,  
[image: image487.wmf]1
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¹

, число 
[image: image488.wmf]n

a

 является натуральным или иррациональным».

На основании этой теоремы можно выполнить следующие упражнения. 

Упражнение 15. Докажите, что 
[image: image489.wmf]3

 – иррациональное число.

Имеем: 
[image: image490.wmf]132
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, т. к. 
[image: image491.wmf]134
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. Следовательно, 
[image: image492.wmf]3

не равен никакому натуральному числу, а потому на основании теоремы является числом иррациональным.

Упражнение 16. Доказать, что дробь 0,1234567… , в которой после запятой выписаны подряд все натуральные числа, не является периодической, т. е. не задает рационального числа.

Предположим, что эта дробь является периодической тогда ее период содержит n знаков, т. е., начиная с некоторого места, будет повторяться одна и та же последовательность из n цифр. И где-то обязательно встретятся подряд n нулей, а поэтому из периодичности дроби вытекало бы, что ее период состоит из одних нулей, т. е. эта дробь является конечной. Но такой вывод противоречит способу задания дроби. Следовательно, число 0,1234567… является иррациональным.

Упражнение 17. Докажите, что при любом натуральном n значении выражения 
[image: image493.wmf]333...322

 

раз

п

14243

 не может быть натуральным числом.

Число 
[image: image494.wmf]333...322
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 оканчивается на 2, поэтому не является точным квадратом натурального числа, а значит по теореме число 
[image: image495.wmf]333...322

 не может быть натуральным числом, оно – иррациональное.

Упражнение 18. Каким числом является значение выражения 
[image: image496.wmf]99...93
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 где  n – любое натуральное число?

Число 
[image: image497.wmf]99...93
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 оканчивается на 3, поэтому не является квадратом натурального числа, поэтому на основании теоремы квадратный корень из него есть иррациональное число.

Упражнение 19. Каким числом является значение выражения 
[image: image498.wmf]2
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При любом натуральном n числовое значение выражения 
[image: image499.wmf]2
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 оканчивается на 7, поэтому не является квадратом натурального числа. Поэтому на основании теоремы получится, что квадратный корень из него будет иррациональным числом.

Упражнение 20. Определить, существует ли хотя бы одно число а, при котором числа 
[image: image500.wmf]15
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Пусть  
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. По теореме 
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 – число иррациональное, поэтому равенство 
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[image: image510.wmf]15

a

+

 и 
[image: image511.wmf]1

15

a

-

 являются целым при 
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При изучении тригонометрических функций можно предлагать упражнения на использование метода от противного.

Упражнение 21. Докажите, что 
[image: image514.wmf]tg 5
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 – иррациональное число.

Предположим, что число 
[image: image515.wmf] 5
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 является рациональным, т. е. 
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Но 
[image: image522.wmf]3
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, а это число иррациональное. Получили противоречие. Стало быть, наше предположение неверно, 
[image: image523.wmf]tg 5

o

 – иррациональное число.

X класс

В 10 классе рассматривается теорема о рациональных корнях уравнения и два следствия из нее.

Теорема. Пусть несократимая дробь 
[image: image524.wmf]m
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 является корнем уравнения 
[image: image525.wmf]1
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 с целыми коэффициентами. Тогда число  p является делителем свободного члена 
[image: image526.wmf]n

a

, а  q – делителем старшего коэффициента 
[image: image527.wmf]0
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.

Следствие 1. Любой целый корень уравнения с целыми коэффициентами является делителем его свободного члена.

Следствие 2. Если старший коэффициент уравнения с целыми коэффициентами равен 1, то все рациональные корни уравнения, если они существуют,– целые.

После их изучения можно предложить несколько интересных упражнений на доказательство иррациональности числа.
Упражнение 22. Докажите, что 
[image: image528.wmf]cos 20

o

 – число иррациональное.

По формуле косинуса тройного угла имеем 
[image: image529.wmf]3
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 является корнем этого уравнения. По вышеприведенной теореме рациональные корни этого уравнения, если такие имеются, должны быть среди чисел: 
[image: image533.wmf]111
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. Подстановкой легко убедиться, что ни одно из этих чисел не является корнем данного уравнения, поэтому его корень, равный числу 
[image: image534.wmf]cos 20
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, является иррациональным числом.

Упражнение 23. Докажите, что 
[image: image535.wmf]2
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 является иррациональным числом.

Утверждение доказывается в два этапа: сначала устанавливается иррациональность числа 
[image: image536.wmf]cos 20
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 (см. предыдущее упражнение), а затем на основании формулы 
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 иррационально, поэтому 
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 также иррационально. 

Упражнение 24. Докажите, что 
[image: image542.wmf]3
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  – иррациональное число.

Пусть 
[image: image543.wmf]3
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. Возводим обе части уравнения в куб, обе части полученного уравнения – в квадрат. После преобразований приходим к уравнению 
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Рациональными корнями этого уравнения могут быть только 
[image: image546.wmf]1, 23
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 . Непосредственно подстановка убеждает, что ни одно из этих чисел не является корнем. Поэтому корень этого уравнения 
[image: image547.wmf]3
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 не может быть рациональным, он иррационален.

XI класс

В 11 классе при изучении логарифмов открываются широкие возможности для рассмотрения упражнений на иррациональные числа. При их выполнении можно использовать ранее рассмотренные способы, кроме того, следует привлекать и основную теорему арифметики: «Любое составное натуральное число единственным образом (с точностью до порядка следования множителей) разлагается в произведение простых множителей».

Упражнение 25. Докажите, что 
[image: image548.wmf]lg2

 – иррациональное число.

Предположим, что это число рациональное, т. е. 
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. По определению логарифма, 
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 невозможно, т. к. 
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 ни при каких n не делится на 5. Следовательно, наше предположение неверно, число 
[image: image555.wmf]lg2

 иррациональное.

Упражнение 26. Числа x и y иррациональные. Может ли быть рациональным число 
[image: image556.wmf]y
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Да, может. Например, 
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Упражнение 27. Выясните, каким числом – рациональным или иррациональным – является число 
[image: image558.wmf]lg
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Предположим противное: 
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 может быть только дробным и 
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, а в разложении правой части множители 2 и 5 либо отсутствуют, либо содержатся с разными показателями. Следовательно, по основной теореме арифметики это равенство невозможно и наше предположение неверно.

Из утверждения этой задачи следует, что десятичные логарифмы натуральных чисел, не равных 1, 10, 100, 1000, …, иррациональны.

Упражнение 28. Докажите иррациональность числа 
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Предположим, что 
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По определению логарифма 
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Упражнение 29. Является ли 
[image: image577.wmf]2
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 рациональным числом?

Ответ: нет, не является. 

Предположим, что 
[image: image578.wmf]2
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– рациональное число. Тогда его можно выразить обыкновенной дробью, т. е. 
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. Но 2 и 3 – числа простые. Значит, последнее равенство невозможно в силу единственности разложения числа на простые множители. Следовательно, сделанное предположение неверно, и число 
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 иррациональное.

Упражнение 30. Докажите, что 
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[image: image586.wmf]n
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, есть число иррациональное.

См. решение упражнений 27, 28, 29.

Необходимо отметить учащимся, что между любыми двумя рациональными числами находится бесконечно много чисел иррациональных. Эта мысль является основой представления о плотности множества действительных чисел.

Упражнение 31. Выберите два произвольных рациональных числа и покажите, что между ними содержится хотя бы одно иррациональное число.

Выберем, например, числа 4, 32786 и 4, 32792. Первые цифры искомого числа 
[image: image587.wmf]a

 подбираем так, чтобы 4, 32786 <
[image: image588.wmf]a

 < 4, 32792, например, 


[image: image589.wmf]a

= 4, 32788 + 0,00001
[image: image590.wmf]×

а, где а – число, иррациональность которого доказана выше. Например, если а = 0, 123…9101112… (см. упражнение 16), то 
[image: image591.wmf]a

 = 4, 32788123457…; если а = 0,9848…, то 
[image: image592.wmf]a

= 4, 327889848… .

В заключение отметим, что предлагаемый материал частично можно использовать и в нематематических классах, а также на внеклассных занятиях.

Глава 3. Педагогический эксперимент и его результаты
3.1. Описание эксперимента
Опытно – экспериментальная работа применяется для объективной и достоверной проверки гипотезы и предполагает одновременное использование целого ряда методов, например, наблюдение, диагностирующие контрольные работы, беседа и другие.

Одной из задач работы являлась проверка эффективности разработанного факультативного курса по изучению иррациональных чисел, как предусмотренных школьной программой, так и не встречающихся в школьном курсе математики. Курс рассчитан на систематизацию методов решения иррациональных уравнений. 

Цели факультативных занятий:
1. Формировать логическое мышление.

2. Формировать настойчивость, целеустремленность, трудолюбие через решение сложных задач.

3. Развивать математическую речь с присущей ей краткостью, точностью и лаконичностью.

Знания и умения, которыми должны владеть учащиеся перед изучением факультативного курса по теме «Иррациональные уравнения и методы их решения»:

1. Владеть определениями понятий арифметического квадратного корня и арифметического корня 
[image: image593.wmf]n

-ой степени.

2. Знать свойства арифметического квадратного корня и свойства арифметического корня 
[image: image594.wmf]n

-ой степени.

Этапы занятий: 

1. Разработка программы факультативных занятий «Иррациональные числа» для учащихся 9 класса.

2. Проведение диагностирующей контрольной работы №1.

3. Проведение разработанной программы факультативных занятий.

4. Проведение диагностирующей контрольной работы №2.

5. Анализ полученных результатов опытной работы.

Этап №1

Разработка программы факультативных занятий «Иррациональные числа» для учащихся 9 класса.

Факультативные занятия были разработаны на основе анализа математической, методической и учебной литературы.

Этап №2

Проведение диагностирующей контрольной работы №1. Эта работа имела вид теста
Контрольная работа была проведена перед проведением факультативных занятий с учениками 9 класса МБОУ СОШ. № 1 г. Агидель. Ее основная задача: определить уровень подготовки, знаний и умений по теме «Иррациональные числа».

Учащимся было предложено 8 заданий, которые было необходимо выполнить в течение 1 часа. В классе 25 человек. Содержание диагностирующей контрольной работы №1 представлено в приложении Б.

Задания 1-3 –с выбором ответа, задания 4-7 – с кратким ответом, задание 8 – с развернутым ответом.

Результаты диагностирующей контрольной работы №1 отображены в таблице №1:

	№ задания
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	Кол-во человек, решивших задание
	18
	17
	18
	10
	7
	6
	3
	0

	Доля человек, решивших задание в процентах
	72%
	68%
	72%
	40%
	28%
	24%
	12%
	0%


Этап №3

Проведение разработанной программы факультативных занятий.

Разработанные задания проводились 2 раза в неделю. Всего было проведено 6 занятий по 2 часа.

Основные задачи проведения факультативных занятий:

1) проверить правильность отбора содержания и системы упражнений;

2) выявить тот материал, который вызывает у учащихся наибольшие затруднения;

3) определить эффективность усвоения материала посредством текущей проверки;

4) выявить заинтересованность учащихся в изучении данной темы.

Этап №4

Проведение диагностирующей контрольной работы №2.

Контрольная работа была проведена после проведения факультативных занятий разработанной программы. 
Учащимся было предложено 8 заданий, которые было необходимо выполнить в течении 1 часа. Содержание диагностирующей контрольной работы №1 представлено в приложении Б.

Тематика заданий та же, что и в контрольной работе №1.

Результаты диагностирующей контрольной работы №2 отображены в таблице №2:

	№ задания
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	Кол-во человек, решивших задание
	24
	23
	24
	17
	11
	10
	5
	3

	Доля человек, решивших задание в процентах
	96%
	92%
	96%
	68%
	44%
	40%
	20%
	12%


Этап №5

Анализ полученных результатов опытной работы.
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На основании таблиц №1 и №2 можно построить диаграмму, отображающую сравнение результатов контрольных работ, проведенных перед посещением учащимися факультативных занятий и после их посещения.

Как видно из диаграммы, перед проведением факультативных занятий уровень знаний учащихся был средним, а после проведения занятий он повысился. Положительная тенденция заметна: учащиеся научились решать простейшие иррациональные уравнения и справились с заданиями 1-3, значительно лучше стало умение решать более сложные уравнения. Так как 8-ое задание относится к высокому уровню сложности, с ним справилось лишь 3 человека. Учащиеся лучше стали владеть методом введения новых переменных при решении иррациональных уравнений. Трудным показался материал, связанный с рационализирующими подстановками при решении иррациональных уравнений.

3.3. Фрагменты конспектов уроков
Программа факультативных занятий на тему
«Иррациональные числа»
Ниже предлагается программа факультативных занятий на тему «Иррациональные числа». Курс лучше изучать в 11 классе, так как уравнения такого вида содержатся в заданиях ЕГЭ и на вступительных экзаменах в ВУЗы. Программа рассчитана на 16 часов. Занятия проводятся по 2 часа.

Разработка занятия №1
Ребята, не все числа, с которыми приходится встречаться в реальной жизни, являются рациональными. Так, не является рациональным числом длина гипотенузы прямоугольного треугольника с катетами 1 см и 2 см: в самом деле, длина с гипотенузы этого треугольника и длины катетов связаны, по теореме Пифагора, соотношением с2 = I2 + 22. Значит, с = [image: image598.jpg]




 . Что же это за числа, которые не являются рациональными? 
Прежде всего заметим, что в математике не принято говорить «нерациональное число», обычно используют термин иррациональное число. Термины «рациональное число», «иррациональное число» происходят от латинского слова ratio — «разум» (буквальный перевод: «рациональное число — разумное число», «иррациональное число — неразумное число»; впрочем, так говорят и в реальной жизни: «он поступил рационально» — это значит, что он поступил разумно; «так действовать нерационально» — это значит, что так действовать неразумно).
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 - не рациональное число. Корни уравнения х2 = 7 также не являются рациональными числами — это числа 


 см, а 
Рассмотрим уже известное нам иррациональное число [image: image600.jpg]




 и определить границы для третьего десятичного 
знака после запятой. Имеем 2,2362 = 4,999696, что меньше 5; 2,2372 = = 5,004167, что больше 5.



. В § 15 мы отмечали, что оно заключено между числами 2 и 3; если точнее, то между числами 2,2 и 2,3; если еще точнее, — то между числами 2,23 и 2,24. Можно продолжить уточнения оценок числа 
Итак, 2,236 < [image: image606.jpg]




 выражается бесконечной десятичной непериодической дробью. 
Вообще, иррациональным числом называют бесконечную десятичную непериодическую дробь.  Такие числа встречаются не только при извлечении квадратного корня, но и во многих других случаях, в чем вы не раз убедитесь в старших классах. [image: image605.jpg]




 = 2,236... . Это — бесконечная десятичная дробь. В предыдущем параграфе мы уже встречались с бесконечными десятичными дробями, но все они были периодическими и выражали рациональные числа. Иррациональное число [image: image604.jpg]




 выписаны все последующие десятичные знаки, то можно воспользоваться записью [image: image603.jpg]




  2,236. Если же считать, что для числа [image: image602.jpg]




 


 < 2,237.  Точно так же можно определить границы для четвертого знака после запятой, для пятого знака и т. д. Ясно, что выполняется приближенное равенство 
Пока приведем только один пример. Если длину любой окружности разделить на ее диаметр, то в частном получится иррациональное число 3,141592... . Этот факт установил еще в III веке до н. э. греческий математик и философ Архимед. Для указанного числа в математике введено специальное обозначение % (буква греческого алфавита «пи»). 
Любая арифметическая операция над рациональными числами приводит в результате к рациональному числу. Это и понятно, ведь сумма (разность, произведение, частное) обыкновенных дробей есть обыкновенная дробь. Все логично, ведь рациональные числа – «разумные» числа. А как обстоит дело с  иррациональными числами? Оказывается, ничего определенного сказать нельзя (что тоже логично, ведь иррациональные числа – «неразумные» числа). Смотрите: [image: image611.jpg]




 – тоже иррациональное число. То же относится к сложению, вычитанию, делению иррациональных чисел: в ответе может получиться как рациональное, так и иррациональное число. [image: image610.jpg]JBus





 – иррациональные числа, и их произведение, т. е. [image: image609.jpg]




 =5 – рациональное число, т. е. произведение двух иррациональных чисел оказалось рациональным числом; [image: image608.jpg]




 . 


 — иррациональное число, 
А что получится, если в операции участвуют одно рациональное число и одно иррациональное число, какое «пересилит»?  Оказывается, «пересилит» иррациональное число. Рассмотрим такой пример: дано рациональное число 3 и иррациональное число [image: image618.jpg]




– иррациональное число. [image: image617.jpg]




 – иррациональное число. Аналогично можно доказать, что 3-[image: image616.jpg]




 – рациональное число, а это неверно, ведь мы знаем, что это число – иррациональное. 
Получили противоречие, значит, сделанное нами предположение неверно, т. е. 3 + [image: image615.jpg]




 = r - 3, а r - 3 — рациональное число (как разность двух рациональных чисел). Получается, что [image: image614.jpg]




 = r. Тогда [image: image613.jpg]




 • Предположим, что это – рациональное число r, т. е. 3 + 


 ; составим их сумму 3 + 
Замечание. Обратите внимание, что в проведенном рассуждении мы снова использовали метод доказательства от противного, о котором в первый раз говорили выше, в § 15. 
Итак, можно сделать следующие выводы: 
• Любая арифметическая операция над рациональными числами (кроме деления на 0) приводит в результате к рациональному числу. 
• Арифметическая операция над иррациональными числами может привести в результате как к рациональному, так и к иррациональному числу. 
• Если в арифметической операции участвуют рациональное и ирра-циональное числа, то в результате получится иррациональное число (кроме умножения и деления на 0). 
Поскольку операция извлечения квадратного корня из положительного числа часто приводит к иррациональным числам, условились алгебраическое выражение, в котором присутствует операция извлечения квадратного корня, называть иррациональным выражением.

Разработка занятия №2
На прошлом занятии мы убедились, что для измерения отрезков рациональных чисел не хватает. Напомним еще раз, что рациональные числа — это числа, представимые в виде бесконечных периодических десятичных дробей. А  длины некоторых отрезков выражаются  бесконечными  неперио-дическими десятичными дробями. Таким образом, задача измерения отрезков приводит нас к необходимости расширить множество рациональных чисел путем присоединения к нему положительных бесконечных непериодических десятичных дробей. С такой же необходимостью мы столкнулись, по существу, и в § 39 при рассмотрении квадратных уравнений вида х2  = а, где а  – некоторое рациональное (даже натуральное) число. Потребности алгебры (например, выполнимость действия вычитания) указывают на то, что наряду с положительными целесообразно сразу же ввести в рассмотрение и отрицательные бесконечные непериодические десятичные дроби. Поэтому в дальнейшем, говоря о бесконечных непериодических дробях, мы будем иметь в виду как положительные, так и отрицательные дроби.

Числа, которые можно представить в виде бесконечных непериодических десятичных дробей, называются иррациональными (то есть «нерациональными»).

Примером иррациональных чисел, может служить любое из чисел 
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, √3, √5 и т. д. Иррациональность √2 мы фактически доказали В § 39, а иррациональность чисел  √3  и  √5 может быть установлена аналогично. Не следует, однако, думать, что иррациональные числа получаются только при извлечении корней. Как было показано в предыдущем параграфе, к иррациональным   числам   приводит  и   задача   измерения   отрезков. А  измерение   отрезков,   вообще   говоря,   не обязательно   связано с извлечением корней.

В § 38, где об извлечении корней не говорилось ни слова, мы указали иррациональное число 0,101001000100001 ... .

Классический пример иррационального числа, происхождение которого также не имеет никакого отношения к извлечению корней, дает число  π = =3,1415926535... (отношение длины окружности к ее диаметру). К сожалению, мы не можем привести здесь других убедительных примеров. Но примеры такие существуют. Поэтому извлечение корней из целых чисел – далеко  не единственный источник образования иррациональных чисел. Более того, среди всех иррациональных чисел в известном смысле больше как раз таких чисел, которые своим происхождением никак не связаны с извлечением корней. Однако вопрос этот довольно сложен; подробно останавливаться на нем мы здесь не можем.

Все рациональные и все иррациональные числа, взятые вместе, образуют множество действительных, или  вещественных, чисел. К изучению этого множества мы приступим в следующем  параграфе.

Некоторыми иррациональными числами математики пользовались еще в древние времена. К ним приводили многие задачи геометрии, которые не могли быть решены на базе существовавшей тогда арифметики. Однако в те времена иррациональные числа рассматривались не как равноправные с рациональными, а как какие-то исключительные числа, нарушающие гармонию арифметики и геометрии. По этой причине некоторые предлагали даже  изгнать  иррациональные  числа  из  математики.

Строгая теория иррациональных чисел была построена лишь во второй половине XIX века. Основная заслуга а этом принадлежит немецким ученым Дедекинду (1831 – 1916), Кантору (1845 – 1918) и Вейерштрассу  (1815 – 1897).
Задачи:

316.   а) Любое ли рациональное число является действительным? А наоборот?

б) Любое ли иррациональное число является действительным? А наоборот?

317.  Длина любого ли отрезка выражается:

а)   рациональным числом;

б)   иррациональным числом;

в)  действительным числом?

Заключение

В данной работе сделана попытка разработать методику изучения иррациональных чисел в школе.

При проведении исследования были решены следующие задачи:

1) Проанализированы действующие учебники алгебры для выявления представленной в них методики изучения действительных чисел. Проведенный анализ позволяет сделать следующие выводы:

·   в средней школе внимание уделяется в основном методам решения различных иррациональных уравнений и  неравенств;

·   среди предлагаемых заданий в учебниках много однотипных;

2) Изучена учебно-методическая литература по данной теме;

3) Проведена опытно – экспериментальная работа
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Приложение 1

Летняя математическая школа "Kostroma Open 2011"

Программа 8 класса

· Свойства параболы. Симметричность, минимум (максимум), возрастание (убывание), выпуклость. Уравнение касательной. Построение касательной к параболе.

· Рациональные и иррациональные числа. Определения, примеры. На любом отрезке числовой прямой есть как рациональные, так и иррациональные числа. Теорема Кронекера.

· Условия, при которых можно делить остатки. Деление остатков по простому модулю. Решение уравнения ax = b в остатках. Малая теорема Ферма.

· Определение конечной аффинной плоскости. Число точек и прямых на такой плоскости, её порядок. Примеры плоскостей порядка 3, 4. Связь с головоломками Эйлера.

· Построение конечной аффинной плоскости порядка p. Пример для p = 5.

· Определения латинских и магических квадратов p х p. Построение латинского квадрата, ортогональных латинских квадратов. Построение магического квадрата, его связь с теорией кодирования.

· Определения движений плоскости «из списка». Примеры использования в задачах на построение. Задачи о вписанном треугольнике минимального периметра. Точка Торричелли.

· Разложение движений «из списка» в композицию осевых симметрий. Композиции поворотов и других пар движений. Теорема Шаля. Задача Наполеона.

· Величина вписанного, вневписанного и внутривписанного угла. Критерий вписанности четырехугольника в окружность. Примеры. Задача о высотах и биссектрисах.

· Степень точки относительно окружности. Радикальная ось двух окружностей и радикальный центр трёх окружностей. Примеры. Теорема Брианшона.

· Ориентированные углы. Теорема Фусса. Точка Микеля. Задача об общей касательной.

· Неравенство Мюирхеда. Примеры.

· Пять определений биномиальных коэффициентов и их равносильность. Доказательства различных тождеств. Свёртка Вандермонда.

· Телескопическое суммирование и вычисление сумм чисел Фибоначчи (первых n чисел, первых n на четных местах, на нечетных местах). Задача о прыгуне и комбинаторное доказательство тождества um+n = um–1un + umun+1.

· Параллельные алгоритмы Евклида. Доказательство формул разных формул (например, для НОДа двух чисел Фибоначчи).
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