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Пособие «Решаем с удовольствием» апробировано учителями школ Костанайского района.


I Некоторые способы быстрых вычислений.

1. Умножение двузначных чисел (метод Ферроля)
Этот способ следует из тождества:
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= (10a+b) (10c+d) = 100ac + 10bc + 10ad + bd = 100ac +10(bc+ad) + bd

Например: 
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 = 42; два пишем и 4 запоминаем;

 б) 6
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 = 24 + 21 =45; 45 + 4 = 49; девять пишем и четыре запоминаем;

 в) 
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Методом Ферроля легко перемножать устно двузначные числа от 10 до 20.

Например: 
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Умножаем так: 

 а) 3
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Можно умножать и трехзначное на двухзначное число.

Например:
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 а) 5
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 пишем пять, один запоминаем.
 б) 3
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 = 16; 16 + 1 = 17; пишем семь, один запоминаем.

 в) 3
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 = 13; 13 + 1 =14; пишем четыре, один запоминаем.

 г) 3
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2. Возведение в квадрат
(
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Например: 
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  а) 3
[image: image19.wmf]9

2

=


  б) (5
[image: image20.wmf]30

2

)

3

=

×

×

; ноль пишем, три запоминаем;
  в) 5
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  в) 6
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3. Возведение в квадрат двузначных чисел, оканчивающихся на 5

(10a + 5)
[image: image26.wmf]2
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+ 100a + 25 = 100a (a+1) + 25
 a – цифра десятков, 25 – две последние цифры

Для возведения в квадрат числа, запись которого оканчивается цифрой 5, необходимо число десятков умножить на число, увеличенное на единицу, к полученному произведению приписать справа 25.

Например:
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и приписываем 25)
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 - можно применить метод Ферроля)

Все эти правила можно применять при возведении в квадрат десятичных дробей.

4. Применение формулы произведения суммы двух чисел на их разность.
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5. Применение формул
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Например:
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 986 + 14 = 1000

 a = 986, b = 14

 a + b = 1000, a – b = 972
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Например:
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 488 + 12 = 500

 a = 488, b = 12

 a + b = 500, a – b =476
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6. Умножение чисел, у которых число десятков одинаковое, а сумма единиц равна 10


Этот способ основан на тождестве: (10a + b) (10a + c) = 100a (a +1) + bc, где b + c =10

Например:

 а) 12 
[image: image42.wmf]18

×

= 216  
     1. число десятков умножаем на число, которое больше на единицу, 1
[image: image43.wmf]2

×

= 2

     2. перемножаем единицы этих чисел и справа дописываем к первому результату 8
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[image: image45.wmf]44

×

= 2024
     1. 4
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     1) 31
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(можно применить метод Ферроля)
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7. Умножение чисел на 11


Записать последнюю цифру числа, затем последовательно, справа налево записывать суммы соседних двух цифр множимого и, наконец, первую цифру множимого.

Например:

 43
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1. пишем 3
2. 4 + 3 = 7, пишем 7

3. пишем 4

 135 
[image: image52.wmf]11

×

= 1485
   1. пишем 5

   2. 3 + 5 = 8
   3. пишем 1


Если одна из сумм соседних цифр окажется больше 9, то в этом разряде записывают цифру единиц полученной суммы, а в следующем прибавляют 1. 

Например:
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[image: image53.wmf]627
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   1. пишем 7

   2. 5 + 7 = 12, пишем 2 и запоминаем 1

   3. 5 + 1 = 6
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[image: image54.wmf]11
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   1. пишем 9

   2. 8 + 9 = 17, пишем 7 и запоминаем 1

   3. 3 + 8 = 11, 11 + 1 = 12, пишем 2, запоминаем 1

   4. 3 + 1 = 4

8. Умножение на числа вида 
[image: image55.wmf]aa



Умножить данное число на a, потом на 11.

Например:
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9. Умножение двузначных чисел на 111


Справа налево нужно последовательно записать последнюю цифру первого множителя, сумму цифр первого множителя, снова сумму его цифр и, наконец, первую цифру. Если сумма цифр двузначного числа больше 9, то записываем цифру единиц каждой суммы, а к следующему разряду прибавляем 1.
Например:
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10. Умножение чисел десятого десятка друг на друга («воздушный счет»)
Например:
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[image: image59.wmf]9021
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Находим дополнения этих чисел до 100, получаем соответственно 3 и 7. От первого множителя отнимаем дополнение второго (97 – 7 = 90) или от второго - дополнение первого        (93 – 3 = 90). Это первые две цифры искомого произведения, а две другие получаются при перемножении дополнений (7
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Схематически это выглядит так:
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Например:
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11. Умножение на 5, 50
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12.  Умножение на 25, 250
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13. Деление на 5 и 50
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14. Деление на 25 и 250
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15. Умножение на 9,99, 999 и т.д.

В этом случае умножение сводится к умножению на 10, 100, 1000 и т.д. и вычитанию из полученного произведения первого множителя.

Например:
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16. Сложение столбцами

Сумма цифр каждого разряда складывается отдельно. Цифра десятков в сумме предыдущего разряда складывается с цифрой единиц последующей суммы.
Например:
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II Свойства квадратного уравнения. Метод переброски. Применение теоремы Виета и обратной ей теоремы.

Большое значение имеет умение учащихся быстро находить корни приведенного квадратного уравнения по теореме, обратной теореме Виета.

Сложнее определить корни полного квадратного уравнения. При решении таких уравнений можно использовать метод «переброски», позволяющий свести задачу к нахождению целых корней вспомогательного уравнения. Этот метод состоит в следующем.

Пусть требуется решить квадратное уравнение 
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Для него 
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Умножив обе части данного уравнения на а, перепишем его в виде 
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Введем замену у = ах, тогда в полученном уравнении 
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Для решения исходного уравнения, 
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 достаточно решить вспомогательное уравнение
[image: image88.wmf]0
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. И его корни разделить на а. 
Например:

 1. Решите уравнение 6
[image: image89.wmf]2
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+ х – 15 = 0.

     Решение:

     Запишем вспомогательное уравнение 
[image: image90.wmf]y
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 - 90 = 0. Его корни 
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     Следовательно, исходное уравнение имеет корни 
[image: image92.wmf].
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2.  Решите уравнение 12
[image: image93.wmf]2
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     Решение:

     Запишем вспомогательное уравнение 
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     Следовательно, исходное уравнение имеет корни 
[image: image96.wmf].
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В дальнейшем, по мере накопления учащимся опыта в применении указанного приема можно не записывать вспомогательное уравнение, а проводить «мысленные» рассуждения: «Чтобы решить уравнение 3
[image: image97.wmf]2

x

- 11х + 6 = 0, надо подобрать два числа, сумма которых 11, произведение 18. Это 2 и 9. Следовательно, корни данного уравнения 
[image: image98.wmf]3
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Этот прием можно использовать и при решении квадратных неравенств, разложении квадратного трехчлена на множители, при нахождении области определения функции, при решении уравнений, сводящихся к квадратным, в решении тригонометрических и логарифмических уравнений. 
Например:

 1. Разложите квадратный трехчлен на множители: 2
[image: image99.wmf]2

x

 + 7х – 4.

 Решение:

 2х2 + 7х -4 = 0  Запишем вспомогательное уравнение  у2 +7у -8 = 0. Его корни у1=-8, у2  = 1. Исходное уравнение имеет корни х1 = -4, х2 = 
[image: image100.wmf]2

1

                  
Ответ : 2х2 +7х – 4 = 2(х+4)(х-
[image: image101.wmf]2
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     А) 2(х – 2) (х + 3).
     В) 2(х – 1/2) (х + 4).

     С) -2(х – 1/2) (х + 1/3).

     D) -2(х + 3) (х + 4).

     E) 2(х + 0,5) (х - 4).
(Вариант-4 №2 2003г.)
2. Решите неравенство: 5
[image: image102.wmf]2

x

+ 9х – 2 < 0.

    A) 
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    C)  
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    D) (-2; 0).

    E) 
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(Вариант-35 №7 2004г.)
3. Решите неравенство: 2 
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    В) Нет решений.
    С) 
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    D) 
[image: image110.wmf].

,

2

6

2

6

5

Z

x

Î

+

<

<

+

-

k

pk

p

pk

p


    Е) 
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(Вариант-22 №3 2005г.)
4. Решите неравенство: 4
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    D) 
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(Вариант-30 №15 2005г.)
5. Решите систему неравенств: 
[image: image118.wmf]î
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    А) (2; 5).
    В) (-3; 1,5).

    С) (-1; 0,25).

    D) (1; -3).

    Е) (0,75; +
[image: image119.wmf]¥

).
(Вариант-25 №20 2007г.)
6. Решите систему неравенств: 
[image: image120.wmf]ï
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    A) Нет решений.

    B) 
[image: image121.wmf].
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    C)  
[image: image122.wmf].
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(Вариант-10 №22 2007г.)
7. Сколько целых решений имеет неравенство 1 - 5
[image: image125.wmf]?
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     А) 
[image: image126.wmf]¥

.

     В) 4.

     С) 1.

     D) 3.


     E) 2.
(Вариант-27 №14 2002г.)
8. Решите неравенство: 2
[image: image127.wmf]2
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(Вариант-32 №13 2002г.)
9. Решите систему неравенств: 
[image: image133.wmf]î
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     А) 
[image: image134.wmf]÷
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     В) (4; -2).

     С) (-2; -1).

     D) (6; -3).


     E) 
[image: image135.wmf]÷
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(Вариант-34 №20 2006г.)
10. Решите неравенство: 5
[image: image136.wmf]2
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     E) 
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(Вариант-23 №8 2006г.)
Коды правильных ответов

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	B
	B
	C
	D
	E
	A
	D
	D
	A
	A


Использование свойств коэффициентов квадратного уравнения 
[image: image141.wmf]0
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дает значительные преимущества для быстрого получения ответа при решении некоторых квадратных уравнений.
1. Если в квадратном уравнении 
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    Доказательство:

    По условию 
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     Следовательно: 
[image: image149.wmf].
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2. Если в квадратном уравнении 
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    Например:
                Решите уравнение 
[image: image153.wmf]7
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                Введем новую переменную: 
[image: image156.wmf]2
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                Полученное уравнение очень сложно решить «обычным» способом. Если применить метод «переброски», то получим: 
[image: image158.wmf].
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                В полученном уравнении сумма коэффициентов 1 – 344 + 343 = 0.
                Следовательно, 
[image: image159.wmf].
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                Корни исходного уравнения: 
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  Возвращаясь к прежней переменной, получим:
                 
[image: image161.wmf]2
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                нет решений.
                
[image: image162.wmf]3
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                Ответ: х = 3.
Примеры:
А) 
[image: image163.wmf]0
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[image: image164.wmf].
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Б) 
[image: image165.wmf]0
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[image: image166.wmf].
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Эти свойства можно применить при решении уравнений:

1. Найдите самое наименьшее целое решение неравенства:

    
[image: image167.wmf]0
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Указание:
В квадратном трёхчлене, стоящем в знаменателе дроби х2 +3х +2, сумма коэффициентов а-в+с=0, следовательно х1=-1, х2=-2. Получаем: х2 +3х + 2 =(х+1)(х+2).
     A) 1.

     B) 2.

     C) -2.

     D) -1.

     E)  0.  

   (Вариант-9 №10 2004г.)

2. Решите уравнение: 
[image: image168.wmf].
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     A) 
[image: image169.wmf]þ
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     D) 
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     E) 
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   (Вариант-15 №4 2004г.)

3. Решите уравнение: 
[image: image174.wmf]2

2

x

- 7х + 5 = 0.
     A) 2; 5.

     B) -3; 3.

     C) 2; 6.

     D) 1,5; 4.

     E) 2,5; 1.

   (Вариант-9 №5 2002г.)

4.  Решите неравенство: -
[image: image175.wmf].
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     A) [-3; 2].

     B) (-
[image: image176.wmf]]
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   (Вариант-13 №15 2002г.)

5. Решите неравенство: 
[image: image178.wmf].
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     A) x > 0.

     B) x = -1.

     C) для любых х.

     D) x < -1.

     E)  x 
[image: image179.wmf]1
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   (Вариант-15 №15 2002г.)

6. Решите уравнение: 
[image: image180.wmf].
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     A) 0, 6.

     B) 0.

     C) -0, 6.

     D) 1.

     E) Корней нет.  

   (Вариант-16 №3 2005г.)

7. Решите уравнение: -3
[image: image181.wmf].
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     A) {-3; 3}.

     B) {-
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   (Вариант-3, №6 2005г.)

8. Решите систему неравенств: 
[image: image186.wmf]ï
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     A) 
[image: image187.wmf]÷
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     D) 
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   (Вариант-21 №16 2004г.)

9. Решите уравнение: 
[image: image191.wmf].
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     A) 
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   (Вариант-30 №6 2004г.)

10. Решите уравнение: 
[image: image197.wmf]x
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     A) -1; 9.

     B) 1.

     C) 9.

     D) -1.

     E)  -9; 1.

   (Вариант-5 №12 2002г.)
Коды правильных ответов

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	E
	C
	E
	D
	E
	E
	D
	C
	D
	A


При решении задач, связанных с теоремой Виета, либо теоремой, обратной теореме Виета, полезно использовать соотношения:

1. 
[image: image198.wmf]2
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2. 
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3. 
[image: image200.wmf])
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[image: image201.wmf]
Эти соотношения можно использовать при решении следующих заданий:
1. Не вычисляя корней 
[image: image202.wmf]1

x

 и 
[image: image203.wmf]2

x

уравнения 2
[image: image204.wmf]2
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+ 5х – 3 = 0, найдите: 
[image: image205.wmf]2
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.
Решение:

2х2+5х-3=0, перейдём к приведённому квадратному уравнению х2+2,5х-1.5=0, х1+х2=-2,5, х1х2=-1.5. Используя соотношение х12+х22=(х1+х2)2-2х1х2, получаем х12+х22=(-2,5)2-2·(-1,5)=6.25+3=9,25.
   А) 10.
   В) 9,25.
   С) -5,7.

   D) 25.

   Е) 5.

   (Вариант-6 №16 2007г.)
2. Вычислить 
[image: image206.wmf]2
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- корни уравнения 9
[image: image209.wmf]2
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+12х +2 = 0.
   А) 
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   D) 
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   (Вариант-5 №17 2007г.)

3. Вычислите 
[image: image215.wmf]2
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[image: image216.wmf]1
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 и 
[image: image217.wmf]2
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различные решения уравнения 
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   А) 14 + 
[image: image219.wmf]35
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   В) 
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   С) 14 + 
[image: image221.wmf]140
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   Е) 10 + 2
[image: image223.wmf]35

.

   (Вариант-27 №4 2004г.)

   (№593 2006г. Тестовые задания, Кокшетау)
4. Найдите сумму квадратов корней уравнения 
[image: image224.wmf]2

x

+ 3х – 15 = 0. 
    Ответ: 39.
   (№617 2006г. Тестовые задания, Кокшетау)

5. Найдите сумму квадратов корней уравнения 3
[image: image225.wmf]2

x

- 5х – 2 = 0. 

    Ответ: 
[image: image226.wmf]9

37

.

    (№618 2006г. Тестовые задания, Кокшетау)
Коды правильных ответов
	
1
	2
	3
	4
	5

	B
	C
	C
	39
	5/3



При решении ряда систем двух уравнений с двумя переменными можно применять теорему, обратную теореме Виета.

Например: 

1. Решите систему уравнений 
[image: image227.wmf]ï
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    Чаще всего эту систему решают способом подстановки. Но её можно решить более рациональным путём. Из условия следует, что 
[image: image228.wmf]3

x

 и 
[image: image229.wmf]3
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 являются корнями некоторого приведенного квадратного уравнения 
[image: image230.wmf]0
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. Корни этого уравнения 8 и -1. 

    Получаем: 
[image: image231.wmf]1
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                       х = 2,   у = -1.
    или:  
[image: image232.wmf]8
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              х = -1,   у = 2.

    Ответ: (2; -1), (-1; 2).

2. Решите систему уравнений 
[image: image233.wmf]ï
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    Возведем в куб обе части первого уравнения:
    
[image: image234.wmf]ï
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[image: image235.wmf]î
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 EMBED Equation.3  [image: image236.wmf]28

36

)

(

3

3

3

3

=

+

=

+

y

x

y

x

xy

,        
[image: image237.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

=

×

4

3

3

3

3

3

y

x

y

x


    Используя теорему, обратную теореме Виета, получаем 
[image: image238.wmf]0
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    Корни этого уравнения 3 и 1. 
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     х = 27,     у = 1

     или:

     
[image: image240.wmf]3
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      х = 1,       у = 27
     Ответ: (27; 1), (1; 27).


Этот метод можно применять при решении систем в тестах:

1. Решите систему уравнений 
[image: image241.wmf]ï
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Решение:

Из условия следует, что х и у2 являются корнями некоторого приведённого квадратного  уравнения а2 -7а +12 =0. Корни этого уравнения 3 и 4. Получаем: х=3, у2=4, у=±2, или х=4, у2=3, у = ±
[image: image242.wmf]3

.
   А) (5; 
[image: image243.wmf]3

), (5; -
[image: image244.wmf]3

), (3; 2), (3; -2).

   В) (4; 
[image: image245.wmf]3

), (4; -
[image: image246.wmf]3

), (3; 2), (3; -2).

   С) (3; 
[image: image247.wmf]3

), (3; -
[image: image248.wmf]3

), (3; 2), (3; -2).

   D) (2; 
[image: image249.wmf]3

), (2; -
[image: image250.wmf]3

), (3; 2), (3; -2).

   Е) (5; 
[image: image251.wmf]3

), (3; -
[image: image252.wmf]3

), (3; 2), (3; -2).

   (Вариант-23 №24 2003г.)

2. Решите систему уравнений 
[image: image253.wmf]ï
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   А) (-1; 2), (2; -1).

   В) (-1; 3), (1; -1).

   С) (-2; 1), (-1; 2).

   D) (2; 1), (-1; -2).

   Е) (2; -1), (-1, 1).

   (Вариант-8 №27 2003г.)

   (Вариант-13 №26 2007г.)

   (Вариант-25 №27 2006г.) 
3. Решите систему уравнений
[image: image254.wmf]î
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 EMBED Equation.3  [image: image255.wmf]y
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Указание к решению: переходим к системе уравнений 
[image: image256.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image257.wmf]î
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   А) (1; 1).

   В) (3; 5), (5; 3).

   С) (15;3), (3;15).

   D) (-3; -5), (-5; -3).

   Е) нет решения.

   (Вариант-13 №15 2004г.)

4. Решите систему уравнений
[image: image258.wmf]î
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 EMBED Equation.3  [image: image259.wmf]3

log

log

6

2

2

=

+

=

+

y

x

y

x


   А) (5; 1), (1; 5).

   В) (2; 4), (4; 2).

   С) (0; 6).

   D) (3; 3).

   Е) (6; 0).

   (Вариант-25 №15 2004г.)

   (Вариант-14 №20 2005г.)
5. Решите систему уравнений
[image: image260.wmf]î
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 EMBED Equation.3  [image: image261.wmf]5
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   А) (2; 0).

   В) (1; 1); (
[image: image262.wmf])
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   С) (-1; 1).

   D) (-1; 1); (
[image: image263.wmf])
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.

   Е) (-1; 0).

   (Вариант-21 №25 2005г.)

   (Вариант-15 №26 2006г.)
Коды правильных ответов

	1
	2
	3
	4
	5

	B
	A
	B
	B
	B

	
	

	


При решении квадратных неравенств (и сводящихся к ним), с которыми приходится часто иметь дело при обучении учащихся, удобно пользоваться  свойством квадратного трехчлена 
[image: image264.wmf]c
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, сформулированного следующим образом: «Если корни квадратного трехчлена действительные числа, то квадратный трехчлен имеет знак коэффициента при 
[image: image265.wmf]2

x

 на всей числовой оси, за исключением замкнутого интервала между его корнями - 
[image: image266.wmf]]

;
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x

x

, обращается в нуль в концах этого интервала, а внутри этого интервала знак квадратного трехчлена противоположен знаку коэффициента при 
[image: image267.wmf]2

x

». Это свойство можно использовать при решении неравенств:
1. Решите неравенство: 5
[image: image268.wmf].
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Решение: 5х2+9х-2=0, х1=-2, х2=
[image: image269.wmf]5
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. Так как квадратный трёхчлен имеет различные корни, то знак квадратного трёхчлена совпадает со знаком коэффициента а (а=5>0) во всех точках промежутков ( -
[image: image270.wmf]¥

; -2) и (
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), и противоположен знаку коэффициента а во всех точках промежутка ( -2; 
[image: image273.wmf]5
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).
Ответ: х
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   С) (-
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   D) (-2; 5) .

   Е) (-
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   (Вариант-23 №8 2006г.)

2. Решите неравенство: 7
[image: image282.wmf].
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   А) (-
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   (Вариант-34 №8 2004г.)

3. Решите неравенство: 
[image: image291.wmf].
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   Е) (0; 3,2).

   (Вариант-12 №8 2007г.)

4. Определите верное решение неравенства: 
[image: image296.wmf]169
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   Ответ:   
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   (Вариант-14 №18 2007г.)

5. Определите верное решение неравенства: 
[image: image298.wmf]0
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   В) [-1; 2].
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   (Вариант-15 №18 2007г.)

6. Решите неравенство: 
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 EMBED Equation.3  [image: image306.wmf]È

[
[image: image307.wmf]+¥

;

4

).

   С) [-6; -4) 
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(2; 4].

   D) [-6;4].

   Е) (-4; 2).

   (Вариант-6 №18 2007г.)

7. Решите неравенство:
[image: image309.wmf]4

5

3

4

1

2

2

£

-

£

-

-

-

x

x

.

   А) нет решений.

   В) [3; 
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   С) (-1; 1
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   D) [-1; 1
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   Е) [-1; 3].

   (Вариант-9 №18 2005г.)

8. Решите неравенство:
[image: image313.wmf]2
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   А) 2.

   В) 1\2.

   С) (1; 6).

   D)
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   Е) 1.

   (Вариант-12 №19 2005г.)
Коды правильных ответов

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	A
	D
	E
	D
	E
	C
	D
	D


III Метод Крамера.


Системы линейных уравнений с двумя неизвестными можно решать методом подстановки, методом сложения, а можно применять метод Крамера или метод определителей. Учащимся, интересующимся математикой, этот метод нравится, и они его используют при решении уравнений.
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 некоторые числа
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 По коэффициентам системы составляются три определителя:
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1) Если 
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=

D

, а 
[image: image324.wmf]0

¹

D

x

 или 
[image: image325.wmf]0

¹

D

y

, то система не имеет решений.
2) Если 
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, то система имеет бесконечное множество решений.

3) Если 
[image: image327.wmf]0
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, то система имеет единственное решение: 
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Например:

 Решите систему уравнений 
[image: image329.wmf]î
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 Ответ: (-1; -2).
Этим методом можно решить системы:

1. Решите систему уравнений: 
[image: image338.wmf]î
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   А) (-1; 0).

   В) (2; 3).

   С) (-2; -1).

   D) (6; 7).

   Е) (4; 5).

   (Вариант-19 №5 2003г.)

2. Решите систему уравнений: 
[image: image339.wmf]î
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Указание к решению: от данной системы переходим к системе 
[image: image340.wmf]î
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   А) (3; 3).

   В) (7; 8).

   С) (-3; -1).

   D) (-3; -3).

   Е) (-1; 3).

   (Вариант-26 №24 2003г.)

3. Решите систему уравнений: 
[image: image341.wmf]î
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   А) (-13; -5).

   В) (-1; -3).

   С) (-7; -4).

   D) (5; -2).

   Е) (11; -1).

   (Вариант-19 №15 2004г.)

4. Решите систему уравнений: 
[image: image342.wmf]î
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   А) (-3; 5).

   В) (5; 3).

   С) (-5; -3).

   D) (3; 5).

   Е) (3; -5).

   (Вариант-24 №15 2004г.)

5. Решите систему уравнений: 
[image: image343.wmf]î
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   А) (-5; -3).

   В) (-3; 5).

   С) (5; 3).

   D) (3; 5).

   Е) (3; -5).

   (Вариант-2 №6 2005г.)

6. Решите систему уравнений: 
[image: image344.wmf]î
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   А) (2; -7).

   В) (7; 2).

   С) (5; 0).

   D) (0; 4).

   Е) (4; -5).

   (Вариант-26 №6 2005г.)

7. Решите систему уравнений: 
[image: image345.wmf]ï
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   А) (1; 7).

   В) (-6; 0).

   С) (5; 3).

   D) (0; 6).

   Е) (-5; 3).

   (Вариант-23 №19 2007г.)

8. Решите систему уравнений:  
[image: image346.wmf]î
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   А) (2; 4).

   В) (1\6; 0).

   С) (-2; -1).

   D) (4; 2).

   Е) (-1; -2).

   (Вариант-15 №14 2004г.)

Коды правильных ответов

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	B
	A
	D
	D
	A
	E
	C
	E



IV Решение простейших уравнений и неравенств, содержащих знак модуля, геометрическим способом.


При решении простейших неравенств, уравнений, содержащих неизвестное под знаком модуля, можно использовать геометрический способ решения. 

 
Абсолютную величину (модуль) действительного числа х, т.е. |x|, можно геометрически истолковать, как расстояние от точки, изображающей число х, до начала отсчета; |x - a| означает расстояние на числовой прямой между точками х и а.


Например, если |x| = 3, то на числовой оси имеются только две точки: 
[image: image347.wmf],
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 которые удалены от начала 0 на расстояние, равное трем.

 Примеры:
1. Решите уравнение: |x - 1| = 3. 

    Уравнению удовлетворяют такие точки х, расстояние которых от 1 равно 3. Это точки -2 и 4.

    Ответ: 
[image: image348.wmf]4
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    (Вариант-23 №6 2005г.)

2. Решите уравнение: |2x - 3| = 5.

     2|x – 1.5| = 5

     |x – 1.5| = 2.5

     От точки 1,5 отложим влево и вправо 2,5, получим точки 4 и – 1.

     Ответ: 
[image: image349.wmf]1
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3. Решите неравенство: |х - 3| < 1.

     Геометрический способ решения.

     Неравенству удовлетворяют такие точки, которые удалены от точки 3 на расстояние, меньшее 1. 
     От точки 3 отложим влево и вправо единицу, получим две точки: 2 и 4. 

      Ответ: х 
[image: image350.wmf]Î

 (2; 4)

4. Решите неравенство: |2х + 3| < 5

    2 |x + 3\2| < 5

    |x + 3\2| < 5\2  или |x – (-3\2)| < 5\2

    От точки -3\2 откладываем 5\2 влево и вправо. Получаем точки -4 и 1.

5. Решите неравенство: |2х - 3| > 7

    2 |x - 3\2| > 7

    |x – 3\2| > 7\2

    От точки 3\2 отложим влево и вправо 7\2 единиц. Получаем точки -2 и 5.

      Искомые точки расположены от 3\2 на расстоянии, большем, чем 7\2. Это х<-2 или х>5.


Решение уравнений вида |x – a| + |x – b| = c допускает простую геометрическую интерпретацию (при заданных числах a, b, c > 0). 
Как решить уравнение |х - 5| + |х + 1| = 8?
Выражение |х - 5| можно истолковать, как расстояние между точками с координатами х и 5.

Выражение |х+1| можно истолковать, как расстояние между точками с координатами х и -1.

Тогда уравнение означает, что нужно найти такую точку Х(х), сумма расстояний от которой до точек с координатами 5 и -1 равна 8.

Расстояние между точками с координатами 5 и -1 равно 6 < 8, следовательно, точка с координатой х находится вне отрезка [-1; 5] и таких точек две.

[image: image351.png]



Ответ: х = -2, х = 6.
Что произойдет, если вместо 8 взять число 1, 6, 100,…? Сколько будет тогда корней уравнения?

При равенстве суммы модулей 1 – нет решений, так как 1 < 6.

При равенстве суммы модулей 6 – множество решений, так как все точки отрезка [-2; 6] удовлетворяют условию уравнения.

При равенстве суммы модулей 100, или любому числу больше 6, уравнение имеет два решения.

Вывод:
1. Если сумма модулей больше расстояния между двумя точками, то уравнение имеет два решения. 
2. Если сумма модулей равна расстоянию между двумя точками, то уравнение имеет множество решений, которых принадлежат отрезку между точками. 
3. Если расстояние между двумя точками меньше суммы модулей, то решений нет. 


Геометрический способ решения можно применить при решении следующих заданий:

1. Решите уравнение: |2x - 3| =  6.
Решение: 2| х-1,5|=6,  |x-1,5|=3,  от точки 1,5 откладываем влево и вправо 3. Получаем точки -1,5 и 4.5.
Ответ: х1=-1.5, х2=4,5.
   А) (-
[image: image352.wmf]5

.

1

;

-

¥

).

   В) (-4.5; 4.5).

   С) (-4.5; 1.5).

   D) (-
[image: image353.wmf]5

.

4

;

¥

).

   Е) (-1.5; 4.5).

   (Вариант-18 №20 2005г.)

2. Определите верный промежуток-решение неравенства: |2x - 3| < 5.

    (Вариант-16 №20 2005г.)

3. Решите уравнение: |2x - 3| = 1.
   А) {2; -1}.

   В) {-2; -1}.

   С) {2; 1}.

   D) {-2; 1}.

   Е) {-3; 1}.

   (Вариант-3 №12 2005г.)

4. Решите неравенство: |3х - 1|
[image: image354.wmf]2

£

.

   А) -1\3
[image: image355.wmf]1

£

£

x

.

   В) -3 
[image: image356.wmf]2
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£

x

.

   С) все ответы неверны.

   D) -1
[image: image357.wmf]3
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.

   Е) -1\2
[image: image358.wmf]2
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.

   (Вариант-34 №18 2007г.)

5. Определите верное решение неравенства: |x - 1| 
[image: image359.wmf].
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   А) [4; 6].

   В) (-
[image: image360.wmf]¥

; 4].

   С) [-6; 4].

   D) (-
[image: image361.wmf]¥

; -4].

   Е) [-4; 6].

   (Вариант-23 №8 2007г.)

6. Определите верное решение неравенства: |x + 2| 
[image: image362.wmf].
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   А) [0; +
[image: image363.wmf]¥

).

   В) (-
[image: image364.wmf]¥

; 0)
[image: image365.wmf]+¥
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   С) [-4; 0].

   D) (-
[image: image366.wmf]¥
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   Е) [-
[image: image367.wmf]¥
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   (Вариант-22 №8 2007г.)

7. Определите верное решение неравенства: |1 + 2x| > 1.

   А) (0;1).

   В) (-
[image: image369.wmf]¥

; -1)
[image: image370.wmf]+¥
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).

   С) (-
[image: image371.wmf]¥

; 0)
[image: image372.wmf]+¥
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   D) (-1; +
[image: image373.wmf]¥

).

   Е) (-1; 0)
   (Вариант-16 №19 2007г.)

8. Решите неравенство: |х| 
[image: image374.wmf]³

 1.

   А) (1; +
[image: image375.wmf]¥

).

   В) (-
[image: image376.wmf]¥

; -1).

   С) (0; +
[image: image377.wmf]¥

).

   D) (-1; 1).

   Е) (-
[image: image378.wmf]¥

; -1] 
[image: image379.wmf]È

[1; +
[image: image380.wmf]¥

).

   (Вариант-5 №7 2007г.)

9. Определите верный промежуток-решение неравенства: |3 + x|  
[image: image381.wmf].
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    (Вариант-14 №7 2004г.)

10. Решите уравнение: |x - 1| =3.

     A) {4; -2}.

     B) {-1; 4}.

     C) {2; -4}.

     D) {-4; 3}.

     E)  {0; -3}.  

    (Вариант-17 №4 2004г.)

11. Определите верный промежуток-решение неравенства: |2x - 3| < 5.

     (Вариант-23 №8 2004г.)

12. Решите систему уравнений: 
[image: image382.wmf]î
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   А) (0; 5),(-2;8).

   В) (-1; 3), (7; -1).

   С) (-1; -3), (-5; 1).

   D) (1; -3), (-5; -1).

   Е) (-1; 0) (5; 0).

(Вариант-11 №25 2006г.)

13. Решите неравенство: 2|х - 1|
[image: image383.wmf]16
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   А) [-8; 9].

   В) (-
[image: image384.wmf])
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   С) [-7; 9].

   D) (-
[image: image385.wmf])
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[image: image386.wmf])
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   (Вариант-19 №4 2003г.)

14. Решите неравенство: |х| <3.

   А) (3; +
[image: image387.wmf]¥

).

   В) (-
[image: image388.wmf]¥

; -3)
[image: image389.wmf])
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.

   С) (-3; 3).

   D) (-3; 3].

   Е) (-
[image: image390.wmf]¥

; 3).

   (Вариант-21 №4 2003г.)
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	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14

	E
	C
	C
	A
	E
	E
	B
	E
	E
	A
	E
	B
	C
	C



V. Тригонометрия в ладони. Решение тригонометрических уравнений. 

Для решения некоторых тригонометрических примеров вовсе не обязательно пользоваться формулами. Можно использовать прямоугольный треугольник и четко знать определения синуса, косинуса, тангенса, котангенса.
Например:

1. tg
[image: image391.wmf]a

 = 8\15, 
[image: image392.wmf]p
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.
    Найти sin
[image: image393.wmf]a

.
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    sin
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2. cos
[image: image397.wmf]25
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   Найти: 
[image: image399.wmf]b
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[image: image401.wmf];
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3. Найти sin (arcos 2\3).
    Применяем формулы: 
  
[image: image403.wmf]2
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    sin(arccos 2\3) = 
[image: image405.wmf]3
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4. Вычислите: sin (2arccos a)
    Пусть arcos a равен 
[image: image406.wmf]a

, тогда sin 2
[image: image407.wmf]a

 = 2 sin 
[image: image408.wmf]a

cos 
[image: image409.wmf]a

.
    Найдем значения sin 
[image: image410.wmf]a

, cos 
[image: image411.wmf]a

 и, подставив их в формулу, вычислим.
5. Вычислите: cos (2arcsin a)

    Пусть arcsin a равен 
[image: image412.wmf]a

, тогда cos 2
[image: image413.wmf]a

 = 
[image: image414.wmf]a

a

2

2

sin

cos

-

.

    Найдем значения sin 
[image: image415.wmf]a

, cos 
[image: image416.wmf]a

 и, подставив их в формулу, вычислим.
    При решении заданий такого вида важно помнить следующие тождества:

	А. 
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	Г. 
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Аналогичные задания:

1. Вычислите: cos(2arcsin 2\7).
      А) 1.
   В) 
[image: image431.wmf]46

41

.

   С) 
[image: image432.wmf]47
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.

   D) 
[image: image433.wmf]49
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.

   Е) 
[image: image434.wmf]48
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   (Вариант-17 №26 2005г.)

2. Вычислите tg
[image: image435.wmf]a

, если cos
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      А) 
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   Е) 
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   (Вариант-15 №7 2005г.)

3. Вычислите 3ctg
[image: image444.wmf]a
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   А) 3.

   В) 2.

   С) -2.

   D) 4.

   Е) 5.

   (Вариант-20 №10 2007г.)

4. Вычислите: cos2
[image: image447.wmf]a

, если sin
[image: image448.wmf]13
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   А) 
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   В) 
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   С) 
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   D) 
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   Е) 
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.

   (Вариант-12 №9 2007г.)

5. Вычислите: 2
[image: image454.wmf]a
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, если sin
[image: image455.wmf]2
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   А) 1.

   В) 3.

   С) 2.

   D) 7.

   Е) 4.

   (Вариант-27 №9 2004г.)

6. Вычислите: sin(2arccos3\5).
   А) 0.96.

   В) 0.98.

   С) 1.

   D) 0.97.

   Е) 0.99.

   (Вариант-32 №28 2006г.)

7. Чему равен cos a, если sin a = 1\5, 
[image: image457.wmf]p
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[image: image458.wmf]p
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   А) -2
[image: image459.wmf]3
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   В) -2
[image: image460.wmf]6
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   С) 
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   D) 2
[image: image462.wmf]6
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   Е) 
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   (Вариант-13 №11 2003г.)

8. Вычислите cos 2a, если sin a = 3\5.

   А) -7\25.

   В) 8\5.

   С) 7\25.

   D) -8\5.

   Е) 25\7.

   (Вариант-15 №5 2003г.)

9. Вычислите 4ctg a, если cos a = 12\13 и 
[image: image464.wmf]p
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.

   А) -3,6.

   В) 9,6.

   С) 0.

   D) -9,6.

   Е) 1,6.

   (Вариант-24 №28 2003г.)

Коды правильных ответов
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Тригонометрия – один из важнейших разделов математики. Чтобы успешно решать тригонометрические уравнения, упрощать тригонометрические выражения, нужно знать основные формулы тригонометрии и значения синуса, косинуса, тангенса, котангенса табличных углов. В одном из журналов «Математика»  указан необычный способ, который можно применить для запоминания значений синусов и косинусов табличных углов. Это, конечно, мнемоническое правило, но в трудную минуту оно может помочь. 

Оказывается, значения синусов и косинусов углов «находятся» на нашей ладони. 
[image: image465.png]



На пересечении продолжений мизинца и большого пальца находится бугор Луны. Измерим углы между пальцами (пальцы развести как можно сильнее). Угол между мизинцем и безымянным пальцем - 30º, угол между мизинцем и средним пальцем - 45º,угол между мизинцем и указательным пальцем - 60º, угол между мизинцем и большим пальцем - 90º. И это у всех людей без исключения. Если пальцы считать лучами, исходящими из бугра Луны на ладони, то, если совместить пальцы с мизинцем, угол между лучами будет 0º, т.е. можно считать, что направление мизинца соответствует началу отсчета углов, т.е. 0º. Введем нумерацию пальцев:

Мизинец – №0                  соответствует 0º

Безымянный - №1            соответствует 30º

Средний - №2                   соответствует 45º

Указательный - №3          соответствует 60º

Большой - №4                   соответствует 90º

Нужно запомнить формулу: sin 
[image: image466.wmf]2
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 - половина квадратного корня из номера (n) пальца.

	Номер
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[image: image467.wmf]a
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	sin0º = 
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а и большого пальца находится бугор Луны. 
























































Для определения косинуса угла пальцы пронумеровать с большого, а начало отсчета углов оставить по-прежнему от мизинца.

При решении тригонометрических уравнений, неравенств вида sin
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 чтобы получить ответ, данный в тестах, нужно решать, используя формулы понижения степени: 
[image: image474.wmf];
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На пример:

Решите уравнение: sin
[image: image475.wmf]4
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I cпособ решения:
sin
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Объединяя решения, получаем ответ, данный в тестах: х = 
[image: image481.wmf].
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Но если использовать формулу 
[image: image482.wmf]2
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, то получим сразу данный ответ. Этот способ решения для учащихся проще, т.к.  нахождение объединения решений вызывает у них затруднения.

 II cпособ решения:

sin
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Аналогичный способ решения можно применить в следующих заданиях: 
1. Решите уравнение: sin
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   (Вариант-35 №25 2005г.)

2. Решите уравнение: cos
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   (Вариант-16 №30 2005г.)

3. Решите уравнение: sin
[image: image508.wmf]=

x

3

2

3cos
[image: image509.wmf]x

3

2


   А) 
[image: image510.wmf]Z

k

k

Î

±

),

1

3

(

9

p

.

   В) 
[image: image511.wmf]Z

k

k

k

Î

+

-

+

),

1

3

(

2

)

1

(

1

p

.

   С) 
[image: image512.wmf]Z

k

k

k

Î

+

-

,

3

)

1

(

p

p

.

   D) 
[image: image513.wmf]Z

n

n

Î

+

±

,

2

9

p

p

.

   Е) 
[image: image514.wmf]Z

k

k

Î

±

),

1

3

(

3

p

 .

   (Вариант-2 №5 2004г.)

4. Решите уравнение: 
[image: image515.wmf].
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   (Вариант-5 №5 2004г.)

5. Решите неравенство: 3 – 4 соs
[image: image531.wmf].
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   (Вариант-35 №8 2004г.)

Коды правильных ответов

	1
	2
	3
	4
	5

	D
	E
	A
	E
	D



При решении тригонометрических уравнений, неравенств, упрощении тригонометрических выражений можно использовать правило: 


Увидел сумму – преобразуй в произведение.


Увидел произведение – преобразуй в сумму.


Увидел степень – понижай.

Например:

1. Решите уравнение: 
[image: image537.wmf].
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Решение: увидел степень – понижай 
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   (Вариант-29 №22 2002г.)

2. Решите уравнение: sin 2x sin 4x = cos 2x.
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   (Вариант-29 №21 2002г.)

3. Решите уравнение: sin 5x + sin x = 2 sin 3x.
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   (Вариант-28 №21 2002г.)

4. Решите уравнение: cos 5x cos x = cos 4x.
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   (Вариант-9 №15 2006г.)

5. Решите уравнение: sin x sin 2x +cos 3x = 0.
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   (Вариант-26 №15 2006г.)

6. Решите уравнение: sin 2x cos 3x = sin 5x.
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   (Вариант-29 №16 2007г.)

7. Решите уравнение: sin 5x sin 4x + cos 6x cos 3x = 0
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   (Вариант-29 №4 2004г.)
Коды правильных ответов

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	D
	D
	E
	B
	B
	D
	C


VI Арифметическая и геометрическая прогрессии.

 Применять рациональные приемы решения задач на прогрессию, как показывает практика, могут учащиеся в том случае, если они:

1. отчетливо понимают введенную при изучении последовательностей символику: 
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2. знают не только формулы, выражающие n-ный член арифметической прогрессии через 
[image: image598.wmf]1
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 и d и b
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 и q для геометрической прогрессии, но и характеристические свойства арифметической и геометрической прогрессии, а также формулу 
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3. большое значение имеет использование свойств членов конечных прогрессий, равноудаленных от концов.
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  для геометрической прогрессии. 
Например: 

1. В арифметической прогрессии 
[image: image604.wmf]140
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, а произведение  
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    В данной прогрессии 10 членов, значит 
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      Систему можно решить, используя теорему, обратную теореме Виета.
      Получаем: 
[image: image610.wmf]
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      Условию задачи удовлетворяет две прогрессии: 
а) 5,7,9,11,13,15,17,19,21,23.
б) 23,21,19,17,15,13,11,9,7,5.

2. Сумма второго и четвертого членов арифметической прогрессии равна 16, а произведение   первого и пятого ее членов равно 28. Найти 
[image: image613.wmf]1
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 и d.

    Решение этой задачи окажется более простым, если воспользоваться свойством суммы членов,  равноотстоящих от концов, для прогрессии, составленной из пяти членов.
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    Систему можно решить устно: 
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    Зная 
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    d = 3 и d = -3

    Ответ: 2; 14; 3; -3; 
3. Сумма трех чисел, составляющих арифметическую прогрессию, равна15. Если к ним прибавить соответственно числа 1, 4, 19, то получатся три числа, составляющие геометрическую прогрессию. Найти эти числа.

    Решение:

    По условию 
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     По условию 
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     Используя характеристическое свойство геометрической прогрессии, имеем:
     
[image: image631.wmf]3
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     81 = (6 – d) (24 + d)
     d
[image: image632.wmf]2

+ 18d – 63 = 0

     d
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     Тогда 
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     Ответ: 2; 5; 8; и 26; 5; -16.
     Если известна сумма трех членов, задачи можно решать таким способом.

Например:

1. Найдите сумму первых четырнадцати членов арифметической прогрессии, если 
[image: image637.wmf]20
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Решение: в данной прогрессии 14 членов, значит а1+а14=а6+а9. S14=
[image: image638.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image639.wmf]14
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   А) 140.

   В) 120.

   С) 110.

   D) 130.

   Е) 100.

   (Вариант-21 №23 2002г.)

2. В геометрической прогрессии пять положительных членов, первый из которых 1,5, а последний  24. Найдите знаменатель и их сумму.

   А) 
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   (Вариант-4 №22 2002г.)

3. Сумма трех первых членов возрастающей арифметической прогрессии равна 15. Если от первых двух членов этой прогрессии отнять по 1, а к третьему члену прибавить 1, то полученные три числа составят геометрическую прогрессию. Найдите сумму 10 первых членов арифметической прогрессии.
   А) 120.

   В) 240.

   С) 360.

   D) 100.

   Е) 210.

   (Вариант-34 №29 2003г.)

4. Сумма четвертого и шестого членов арифметической прогрессии равна 14. Найдите сумму первых десяти членов этой арифметической прогрессии.
   А) 14.

   В) 63.

   С) 126.

   D) 56.

   Е) 64.

   (Вариант-28 №29 2003г.)

5. В арифметической прогрессии 
[image: image645.wmf].
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 Найдите 
[image: image646.wmf]d

 и 
[image: image647.wmf]1

a

.
   А) d = 3.6; 
[image: image648.wmf]1

a

= -5.7.

   В) d = 1.4; 
[image: image649.wmf]1

a

= 3.1.

   С) d = 1.6; 
[image: image650.wmf]1

a

= 2.3.

   D) d = 1.2; 
[image: image651.wmf]1

a

= 3.1.

   Е) d = 1.2; 
[image: image652.wmf]1

a

= 3.9.

   (Вариант-19 №12 2004г.)

6. Числа a, b, c составляют арифметическую прогрессию с разностью d = 4. Найдите числа a, b, c, 

    если a, b, c + 8 последовательные члены геометрической прогрессии.

   А) a = 5, b = 9, c = 13.

   В) a = 3, b = 7, c = 11.

   С) a = 2, b = 6, c = 10.

   D) a = 1, b = 5, c = 9.

   Е) a = 6, b = 10, c = 14.

   (Вариант-27 №12 2004г.)

7. Найдите знаменатель геометрической прогрессии, если b
[image: image653.wmf]4

 = 25, b
[image: image654.wmf]6

 = 16. 
   А) 
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   D) 
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   (Вариант-30 №12 2004г.)

8. Найдите значения х, при которых числа х – 4, 
[image: image660.wmf]3

-

x

, х – 6 образуют арифметическую 

    прогрессию.
   А) 5.

   В) 4.

   С) -7.

   D) 3.

   Е) 7.

   (Вариант-11 №12 2004г.)

9. Найдите знаменатель геометрической прогрессии, если b
[image: image661.wmf]2

 = 27, b
[image: image662.wmf]4

 = 3. 
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   (Вариант-10 №12 2004г.)

10. Три числа образуют возрастающую геометрическую прогрессию. Если среднее из них удвоить, то получится арифметическая прогрессия. Найдите знаменатель прогрессии.

   А) 2.

   В) 2 - 
[image: image668.wmf]2

3

.

   С) 2 + 
[image: image669.wmf]3

.

   D) 2 + 
[image: image670.wmf]2

.

   Е) 2 - 
[image: image671.wmf]2

.

   (Вариант-33 №30 2005г.)

11. Сумма четвертого и шестого членов арифметической прогрессии равна 14. Найдите сумму первых девяти членов этой арифметической прогрессии.

   А) 126.

   В) 14.

   С) 56.

   D) 63.

   Е) 64.

   (Вариант-22 №6 2005г.)

12. В арифметической прогрессии 
[image: image672.wmf]
[image: image673.wmf]132
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[image: image674.wmf]1
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 и d.

   А) d = 2; 
[image: image675.wmf]1

a

= -6.

   В) d = 3; 
[image: image676.wmf]1

a

= 6.

   С) d = 2; 
[image: image677.wmf]1

a

= 6.

   D) d = -6; 
[image: image678.wmf]1

a

= 3.

   Е) d = 6; 
[image: image679.wmf]1

a

= 3.

   (Вариант-3 №18 2006г.)

Коды правильных ответов

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	A
	C
	A
	B
	E
	C
	B
	E
	D
	C
	D
	B


VII.  Задачи на смеси и сплавы.


Решение задач на смеси и сплавы вызывают затруднения при решении у многих учащихся. Многие из них такие задачи не решают, а ставят ответы наугад. Поэтому необходимо уделить особое внимание этой теме. 

Решение этих задач связано с понятиями «концентрация», «процентное содержание». Концентрацией вещества называют отношение массы этого вещества к массе всей смеси (раствора, сплава). Концентрация вещества выражается в процентах. Задачам этого типа уделялось большое внимание в старинных рукописях и «Арифметике» Л.Ф. Магницкого. Старинный способ решения задач позволяет получить правильный ответ.

Задача.

У некоторого человека были продажные масла: одно ценною 10 гривен за ведро, другое 6 гривен за ведро. Захотелось ему сделать из этих двух масел, смешав их, масло ценою 7 гривен за ведро. Какие части этих двух масел нужно взять, чтобы получить ведро масла стоимостью 7 гривен?

Решение:

Друг над другом пишутся стоимости имеющихся масел, слева от них, примерно посередине, стоимость масла, которое должно получиться после смешения. Соединив записанные числа черточками, получим такую схему:

        6 
7
        10

Рассмотрим пары 7 и 6; 7 и 10; В каждой паре из большего числа вычтем меньшее и результат запишем в конце соответствующей черточки. 
Получится такая схема:

        6      3

7


       10     1

Из этой схемы ясно, что дешевого масла нужно взять втрое больше, чем дорогого. Т.е. для получения одного ведра масла ценою 7 гривен нужно взять дорогого 1\4 ведра, а дешевого 3\4 ведра. 

Обоснование старинного способа решения задач на смеси.


Пусть требуется смешать а%-й и b%-й растворы кислот, чтобы получить с%-й раствор.  Пусть х г - масса а%-го раствора, у г – масса b%-го раствора. 
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г – масса чистой кислоты в 1 растворе.
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г – масса чистой кислоты во 2 растворе.
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г – масса чистой кислоты в смеси.
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ax + by = c(x +y)
(b – c)y = (c – a)x
x : y = (b – c) : (c – a)

Такой же вывод дает схема:

      а           b - c
с
      b          c - a
x : y = (b – c) : (c – a)
Современные задачи на смешение тоже могут быть решены этим старинным способом.

Задача:

Имеются два раствора 68% и 78% серной кислоты. Сколько надо взять каждого раствора, чтобы получить 100 г 70%-го раствора серной кислоты?

Изобразим схему:

         68
8

70

        78
 2

Найдем, в каком отношении нужно взять каждого раствора. Из схемы ясно, что 68%-го раствора следует взять 8 частей, 78%-го раствора – 2 части.

100 : 10 = 10г – на 1 часть

10 
[image: image684.wmf]8

×

 = 80г – 68% кислоты

10 
[image: image685.wmf]2

×

= 20г – 78% кислоты

Аналогично можно решить следующие задачи:

1. Имеются два слитка сплавов меди и олова. Первый содержит 40% меди, второй -32% меди. Какого веса должны быть эти слитки, чтобы после их совместной переплавки получить 8 кг сплава, содержащего 35% меди?
Ответ: 3 кг; 5 кг;

Решение: изобразим схему 
40 3 

35 

          32          5

Из схемы ясно, что первого следует взять 3 части, а второго 5 частей.

3+5=8,  8:8=1кг-на одну часть, следовательно первый слиток должен быть весом 3кг, второй 5кг.
(№800 2006г. Тестовые задания, Кокшетау)

2. Имеется лом стали двух сортов с содержанием никеля в 5 % и 40%. Сколько нужно взять каждого из этих сортов, чтобы получить 140 т стали с содержанием никеля в 30%?

   А) 40т; 85т.

   В) 40т; 100т.

   С) 35т; 150т.

   D) 45т; 105т.

   Е) 50т; 120.

   (Вариант-13 №14 2003г.)

3. Один раствор содержит 30% (по объему) азотной кислоты, а второй 55% азотной кислоты. Сколько нужно взять первого и второго растворов, чтобы получить 100л 50%-ного раствора азотной кислоты?
   А) 25л; 75л.

   В) 20л; 80л.

   С) 40л; 60л.

   D) 30л; 70л.

   Е) 22л; 78л.

   (Вариант-34 №14 2003г.)

   (Вариант-14 №17 2006г.)
Коды правильных ответов

	1
	2
	3

	3кг; 5кг
	B
	B


 
Вот одна из часто встречаемых задач на практике:

Имеется 240г 70% раствора уксусной кислоты. Нужно получить 6% раствор кислоты. Сколько граммов воды (0%-ый раствор) нужно прибавить к имеющемуся раствору?

Решение:
Изобразим схему:


0
64

  6


        70       6
240 : 6 = 40г составляет одна часть, т.к. из схемы ясно, что уксусной кислоты следует взять 6 частей, воды 64 части.
40 
[image: image686.wmf]64

×

= 2560г воды.

Ответ: 2560г воды.




Аналогично можно решить следующие задачи.

1. Морская вода содержит 5% соли. Сколько килограммов пресной воды необходимо добавить к морской, чтобы содержание соли в последней составило 4%?
   А) 15кг.

   В) 20кг.

   С) 17кг.

   D) 22кг.

   Е) 18кг.

   (Вариант-31 №30 2003г.)

2. К 15 литрам 10% раствора соли добавили 5% раствор соли и получили 8% раствор. Какое количество литров 5% раствора добавили?

   А) 10л.

   В) 12л.

   С) 15л.

   D) 8л.

   Е) 7л.

   (Вариант-31 №14 2003г.)

3. Морская вода содержит 5% (по массе) соли. К 40 кг морской воды добавили пресной воды и содержание соли в полученной воде составило 2%. Масса добавленной пресной воды равна:
   А) 60кг.

   В) 16кг.

   С) 40кг.

   D) 28кг.

   Е) 80кг.

   (Вариант-35 №2 2004г.)

4. Морская вода содержит 5% соли по массе. Сколько пресной воды нужно добавить к 5 л морской воды, чтобы концентрация соли составляла 1,5%?
   А) 40л.

   В) 25л.

   С) 42л.

   D) 30л.

   Е) 35л.

   (Вариант-17 №2 2004г.)

5. Морская вода содержит по весу 5% соли. Сколько килограммов пресной воды нужно добавить к 80кг морской, чтобы содержание соли в последней составляло 2%?

   А) 122кг.

   В) 121кг.

   С) 120кг.

   D) 123кг.

   Е) 130кг.

   (Вариант-34 №26 2005г.)

   (Вариант-4 №25 2006г.)

6. К 15 литрам 10% раствора соли добавили 5% раствор соли и получили 8% раствор. Какое количество литров 5% раствора добавили?

   А) 15л.

   В) 10л.

   С) 7л.

   D) 8л.

   Е) 12л.

   (Вариант-25 №27 2005г.)

7. Чтобы получить 50% раствор кислоты, надо к 30 г 15%раствора кислоты добавить 75% раствор этой же кислоты. Найти количество 75% раствора кислоты, которое надо добавить.
   А) 42г.

   В) 6г.

   С) 150г.

   D) 3г.

   Е) 9г.

  (Вариант-15 №25 2007г.)

8. Морская вода содержит 5% соли. Сколько килограммов пресной воды нужно добавить к 80кг морской, чтобы содержание соли в последней составляло 4%?

   А) 22кг.

   В) 15кг.

   С) 17кг.

   D) 18кг.

   Е) 20кг.

   (Вариант-14 №25 2007г.)

Коды правильных ответов

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	B
	A
	A
	E
	C
	B
	A
	E


VIII. Решение логарифмических и иррациональных уравнений.

Ошибки, допускаемые учащимися при решении логарифмических уравнений, бывают связаны с неправильным применением формул для логарифмирования произведения, дроби и степени. 
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Используя формулы логарифмирования:
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[image: image693.wmf]x

p

x

a

p

a

log

log

=

                                               p – любое действительное число

Нужно помнить, что ОДЗ их левых и правых частей не совпадают. Правые части (1) и (2) имеют смысл, когда x > 0, y > 0.
Левые же  части имеют смысл, когда знаки х и у совпадают. Следовательно, при переходе от выражения 
[image: image694.wmf]xy
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 ОДЗ сужается, а это может привести к потере корней.
Правая часть (3) определена лишь при х > 0, а ОДЗ левой части зависит от показателя степени p. Если р – целое четное число, то левая часть (3) имеет смысл и при отрицательном х. Поэтому переход от выражения   
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 может привести к потере решений уравнения. Поэтому формулы лучше применять в такой форме:
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Используя формулы в таком виде, невозможно потерять корни, можно лишь приобрести посторонние. Но это не так страшно. Просто необходима проверка полученных решений.

На пример:
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Неправильное решение:

2lg (x + 1) + 2lg (x + 9) = 2lg9
lg (x + 1) + lg (x + 9) = lg9

lg (x + 1) (x +9) = lg9

(x + 1) (x + 9) = 9

x
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Правильное решение:
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ОДЗ: х 
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Это же уравнение можно решить и другим способом:


[image: image713.wmf]9

lg

2

)

9

lg(

)

1

lg(

2

2

=

+

+

+

x

x


ОДЗ: х 
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Пример:
lg x
[image: image723.wmf]2

= 6

I способ:

2lgx = 6

lgx = 3

x = 1000;

II способ:
На основании определения логарифма, имеем:

x
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Решая первым способом, мы сузили ОДЗ для х, поэтому произошла потеря корня. Правильно применять первый способ нужно так:

lg x
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Примеры:

1. Решите уравнение: 
[image: image729.wmf]2

1

log

log

)

1

(

log

1

p

p

p

=

+

+

x

x


   А) 1.

   В) 2.

   С) -2; 1.

   D) 1; 2.

   Е) -1; 32.

   (Вариант-21 №16 2007г.)

2. Решите уравнение: 
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   А) 13.

   В) -3,5; 13.

   С) -26; 13.

   D) -13; 3,5.

   Е) 26.

   (Вариант-12 №17 2007г.)

3. Решите уравнение: 
[image: image731.wmf]5
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   А) 0; 2; 16\9.

   В) 16\9; 2.

   С) 0; 16\9.

   D) 0; 2.

   Е) 16\9.

   (Вариант-30 №14 2002г.)

4. Решите уравнение: 
[image: image732.wmf]81
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    Ответ: 
[image: image733.wmf]9
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.
   (№992 2006г. Тестовые задания, Кокшетау)

5. Решите уравнение: 
[image: image734.wmf].
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    Ответ: 
[image: image735.wmf]5

±

.
    (№885 2006г. Тестовые задания, Кокшетау)

Коды правильных ответов

	1
	2
	3
	4
	5

	B
	A
	C
	±1; ±1/9
	±5


Следует иметь в виду для любых уравнений, что при делении, а также умножении уравнения на выражение, содержащее неизвестное, можно потерять или приобрести посторонние корни. Сокращение на выражение, содержащее неизвестное, - это очень распространенная ошибка, которую допускают учащиеся при решении уравнений и неравенств.

Например:

Решите уравнение: (х + 4) (х - 7) = х – 7

Если обе части уравнения вократить на х – 7, то будет потерян корень х = 7.

Решение:

(х + 4) (х - 7) – (х – 7) = 0

(х – 7) (х + 4 – 1) = 0
х = 7 или х = -3

Ответ: х = 7, х = -3.

Решите уравнение: sin
[image: image736.wmf]2

х = sin x
sin
[image: image737.wmf]2

х - sin x = 0

sin x (sin x – 1) = 0

sin x = 0                               или sin x = 1

x = 
[image: image738.wmf]Z
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                             x = 
[image: image739.wmf]z
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Eсли же сократить на sin x, то потеряются все корни, для которых sin x = 0.

Подобных ошибок следует избегать в следующих тестовых заданиях:

1. Решите уравнение: 
[image: image740.wmf]2
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Решение: 2х3 -7х2+6х=0
                х(2х2-7х+6)=0

                х=0 или 2х2-7х+6=0

                               х1=2, х2=1,5

                Ответ:0;2;1,5.
   А) -2; 0; 1.5.

   В) -1.5; 0; 2.

   С) 1.5; 2.

   D) 0; 1.5; 2.

   Е) -1.5; -1; 0.

   (Вариант-8 №16 2006г.)

2. Решите уравнение: 2cos x cos 2x – cos x = 0

   А) 
[image: image741.wmf],
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   (Вариант-32 №15 2006г.)

3. Решите уравнение: 
[image: image749.wmf]9
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   А) {1; 3; -3}.

   В) {-1; 3; -3}.

   С) {-1; 3; 1\3}.

   D) {1; -3; -1\3}.

   Е) {1; -3; 1\3}.

   (Вариант-21 №9 2005г.)

4. Решите уравнение: 
[image: image750.wmf]x
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   А) 
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   С) 
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   D) 
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   Е) 
[image: image757.wmf]Z
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   (Вариант-14 №16 2007г.)

5. Решите уравнение: 
[image: image758.wmf]x
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   А) 1\2; 1\3.

   В) -3; 1.

   С) -9; 0.

   D) 0;4.

   Е) 2; 6.

   (Вариант-25 №7 2005г.)

6. Решите уравнение: sin 2x = sin x.

   А) 
[image: image759.wmf]Z
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[image: image765.wmf]Z

n

n

Î

+

±

,

2

6

p

p

.

   (Вариант-32 №13 2005г.)

7. Решите уравнение: 1 - cos 2x = 2sin x.

   А) 
[image: image766.wmf]Z
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k

k

Î

,

p

.

   (Вариант-18 №23 2005г.)

8. Решите уравнение: sin x +sin 2x = cos x +2 cos
[image: image772.wmf]x
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   С) нет корней.

   D) 
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   (Вариант-14 №28 2005г.)

9. Решите уравнение: 2sin
[image: image781.wmf]2

 x + 2sin 2x = 
[image: image782.wmf]x
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   (Вариант-8 №30 2005г.)
Коды правильных ответов

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	D
	E
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	B
	D
	A
	C
	D
	E


Решения многих уравнений можно упростить введением новой переменной. 

Например:

Решите уравнение: 
[image: image792.wmf]x
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Пусть 
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Получаем систему: 
[image: image796.wmf]î

í

ì

=

=

+

1

14

uv

v

u


Решая способом подстановки, находим: 
[image: image797.wmf]48
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Возвращаясь к прежней переменной, получаем: 

[image: image801.wmf]x
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[image: image807.wmf]x
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х = -2

Ответ: х
[image: image809.wmf]1

 = 2; х
[image: image810.wmf]2

 = -2.

Использование вспомогательных неизвестных часто существенно ускоряет решение иррациональных уравнений.

На пример:

1. 
[image: image811.wmf]9
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    Можно ввести две переменные. 

    Пусть 
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    Получаем систему: 
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 EMBED Equation.3  [image: image818.wmf]
    Преобразуем второе уравнение: (u – v) (u + v) = 16
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     Возвращаясь к прежней переменной, получим:
     
[image: image821.wmf]4

25

9

5

9

2

2

±

=

=

+

=

+

x

x

x


      Ответ: х = 
[image: image822.wmf]±

4.
(Вариант-27 №7 2002г.)

(№651 2006г. Тестовые задания, Кокшетау)

2. 
[image: image823.wmf]12
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[image: image828.wmf]3

9

2

=

+

-

x

x


     
[image: image829.wmf]0

2

=

-

x

x


      
[image: image830.wmf]1

,

0

2

1

=

=

x

x


      Ответ: 0; 1.
При решении уравнений такого вида чаще всего применяют способ уединения корня, с последующим возведением обеих частей уравнения в надлежащую степень. И при этом важно иметь в виду, что среди посторонних корней, получающихся при возведении уравнения в степень, могут быть и такие, которые принадлежат ОДЗ, но решением уравнения не являются. Это можно выяснить проверкой.

На пример:

Решите уравнение:

4
[image: image831.wmf]x
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3

+ 6 = 5х
ОДЗ: 3 – х 
[image: image832.wmf]0

³


         х 
[image: image833.wmf]3

£


уединим корень и возведем обе части в квадрат:
4
[image: image834.wmf]x
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= 5х – 6

16(3 – х) = 25х
[image: image835.wmf]2

- 60х + 36
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[image: image836.wmf]2

- 44х – 12 = 0

Решаем методом «переброски»:
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Оба корня принадлежат ОДЗ, но решением уравнения является только 
[image: image838.wmf]25
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 - посторонний корень.
Аналогичные тестовые задания:
1. Решите уравнение: 
[image: image839.wmf]2
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x

= 8 - х

   А) 1.

   В) 2.

   С) 4.

   D) 6.

   Е) 3.

   (Вариант-14 №7 2002г.)

2. Решите уравнение: 
[image: image840.wmf]10
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   Ответ: 13.

   (№669 2006г. Тестовые задания, Кокшетау)

3. Решите уравнение: 
[image: image841.wmf]6

6

2

1

=

+

+

-

x

x


    Ответ: 5.

   (№648 2006г. Тестовые задания, Кокшетау)

4. Решите уравнение: 
[image: image842.wmf]2
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    Ответ: 8.

   (№646 2006г. Тестовые задания, Кокшетау)

5. Решите уравнение: 
[image: image843.wmf]x
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    Ответ: 2.

   (№643 2006г. Тестовые задания, Кокшетау)
Коды правильных ответов

	1
	2
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	4
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IX. Вычисление производных.


 Большое внимание в тестах уделяется вычислению производных. Вычисление производных осуществляется согласно правилам и формулам. Обратим внимание на функции вида:
у = 
[image: image844.wmf]2
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[image: image846.wmf]7

1

x

         
[image: image847.wmf]8

7

x

y

-

=

¢


у = 
[image: image848.wmf]10

5

x

         
[image: image849.wmf]11

50

x

y

-

=

¢



Сравнивая данную функцию и ее производную, приходим к выводу: чтобы найти производную данной функции, нужно числитель умножить на показатель степени знаменателя с противоположным знаком, а показатель степени увеличить на единицу. Принятие во внимание этого факта поможет сэкономить время при вычислении производных такого вида:
1. Для функции у = 
[image: image850.wmf]x
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, определите:
   а) нули;

   б) промежутки возрастания;

   в) промежутки убывания.

Указание: 
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   А) а) -4, 4; б) (
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   (Вариант-1 №24 2002г.)

2. Дана функция f(x) = 
[image: image860.wmf]x
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. Найдите 
[image: image861.wmf])
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.
   А) 0.

   В) -3.

   С) 5.

   D) 1.

   Е) 6.

   (Вариант-31 №11 2007г.)

3. Для функции у = 
[image: image862.wmf]3
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, определите:

   а) нули;

   б) промежутки возрастания;

   в) промежутки убывания.

   А) а) -3, 3; б)нет; в) (
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   Е) а) 3, -3; б) [3, 1], [-3, 0]; в) (0, -3], [0, 3].

   (Вариант-11 №29 2003г.)

4. Для функции у = 
[image: image869.wmf]x

x

2

2

+

, найдите:
   а) все критические точки;
   б) точки минимума и точки максимума;

   А) а) 
[image: image870.wmf]0
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[image: image871.wmf]1
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   В) а) 
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   С) а) 
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   D) а) 
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   Е) а) 
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Коды правильных ответов

	1
	2
	3
	4

	B
	C
	C
	B



Очень часто при вычислении производных сложных функций учащиеся допускают ошибки. Находя производную функции y = lg(3x + 5), забывают умножить результат на 3. Почему? Просто многие из них не владеют понятием сложной функции. Поэтому при вычислении производных необходима последовательность рассуждений:
1. Определить вид функции (линейная, квадратичная, логарифмическая, степенная и т.д.)

2. Если – да, то ее производная берется согласно известным формулам. 

3. Если – нет, то можно ли данную функцию представить в виде суммы (разности), произведения или частного указанных функций. 
4. Если – да, то работаем с соответствующими формулами.
5. Если – нет, то надо рассматривать данную функцию как сложную.

На пример:

Найти производную функции у = (2х – 4)
[image: image886.wmf]5

.

Последовательно рассуждая, приходим к выводу, что данная функция сложная: степенная от линейной. Значит, ее производная равна произведению производной степенной и линейной функций 
[image: image887.wmf]=

¢

y

 10(2х – 4)
Аналогичные примеры можно найти в следующих тестовых заданиях:

1. Дана функция f(x) = 
[image: image888.wmf]6
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. Найдите 
[image: image889.wmf])

(

x

f

¢

.
Решение: 
[image: image890.wmf]7
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   А) -42(4х + 7)
[image: image891.wmf]4

-

.

   В) -6(4х + 7)
[image: image892.wmf]5

-

.

   С) -4(4х + 7)
[image: image893.wmf]6

-

.

   D) -24(4х + 7)
[image: image894.wmf]7

-

.

   Е) -4(4х + 7)
[image: image895.wmf]7

-

.

   (Вариант-11 №10 2006г.)

2. Найдите производную функции у = (1/3 х – 6)
[image: image896.wmf]24

.

   А) 8(1/3х – 6)
[image: image897.wmf]23

.

   В) 6(1/3х – 6)
[image: image898.wmf]23

.

   С) 24(1/3х – 6)
[image: image899.wmf]23

.

   D) 1/3(1/3х – 6)
[image: image900.wmf]24

.

   Е) 72(1/3х – 6)
[image: image901.wmf]24

.
   (Вариант-12 №9 2006г.)

3. Дано f(x) = 
[image: image902.wmf]10
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. Найдите 
[image: image903.wmf])
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f

.

   А) -10.

   В) 10.

   С) -60.

   D) 6.

   Е) 60.

   (Вариант-13 №10 2006г.)

4. Найдите производную функции: f(x) = 
[image: image904.wmf]3
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[image: image905.wmf]x
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[image: image908.wmf]3
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   Е) 
[image: image909.wmf]3
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      (Вариант-16 №9 2006г.)

5. Найдите производную функции: f(x) = (2x – 6)
[image: image910.wmf]8

.

   А) -7(2x – 6)
[image: image911.wmf]7

.

   В) 16(2x – 6)
[image: image912.wmf]7

.

   С) -7(2x + 6)
[image: image913.wmf]7
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   D) 4(2x – 6)
[image: image914.wmf]7

.

   Е) 8(2x – 6)
[image: image915.wmf]7

.
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6. Дана функция 
[image: image916.wmf]5
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   (Вариант-3 №23 2002г.)

7. Найдите производную функции: f(x) =
[image: image923.wmf]102
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8. Найдите производную функции: f(x) =
[image: image929.wmf])
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9. Найдите производную функции: y = 
[image: image935.wmf]35
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	6
	7
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	A
	C
	D
	B
	B
	E
	A
	A


X. Вычисление площадей с помощью интеграла.

Площадь фигуры, ограниченной графиками непрерывных функций y = f(x) и y = g(x) а также двумя прямыми x = a и x = b, где f(x)
[image: image941.wmf]³

g(x) на  отрезке  
[image: image942.wmf]]

;

[

b

a

 находится по формуле: 
[image: image943.wmf]ò
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Если известно, что график одной из функций f(x) или g(x) лежит выше другого, то можно не выяснить, какой именно, а воспользоваться формулой:

[image: image944.wmf]ò
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На пример:

1. Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями: 
у = 
[image: image945.wmf]2

x

 - 5х + 3, у = 3 – х
Решение:

Найдём абсциссы точек пересечения графиков данных функций.
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1

=

x

, 
[image: image949.wmf]4
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Искомая площадь равна:  
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   А) 
[image: image951.wmf]3
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   В)12.

   С) 10
[image: image952.wmf]3
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.

   D) 10.

   Е) 8
[image: image953.wmf]5
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.

   (Вариант-24 №23 2006г.)

   (Вариант-24 №23 2007г.)

2. Найдите площадь фигуры, ограниченной линиями у = 
[image: image954.wmf]x

, у = 6 – х, у = 0.
   А) 
[image: image955.wmf]3

2

8
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   В) 7
[image: image956.wmf]3

1

.

   С) 3
[image: image957.wmf]3
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.

   D) 14
[image: image958.wmf]3

2

.

   Е) 7
[image: image959.wmf]3
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.
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3. Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями у = 
[image: image960.wmf]3
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, у = 2.
   А) 
[image: image961.wmf]3

1

1
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   В) 
[image: image962.wmf]3
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   С) 0.

   D) 1.

   Е) 
[image: image963.wmf]2
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	C
	B
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